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Abstrakt 
Algoritmy počítačové grafiky a jejich implementace je nedílnou součástí jak grafických systémů, tak i 
CAD/CAM systémů. V této práci jsou uvedeny základní algoritmy, metody a postupy, které se 
používají v různých modifikacích i v dnešních systémech 
 
 
Abstract 
Algorithms for computer graphics and their implementation is a part of graphical systems and 
CAD/CAM systems. Fundamental algorithms, methods and approaches used in today’s systems are 
explained. 
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Předmluva 
V publ ikac i  Algor itmy počítačové grafiky I - I I I  j s em s e  
pokus i l  zachy t i  t současný s tav v oblas t i  prin cipů vybraných 
algoritmů počítačové grafiky a CAD systémů . Vzhle dem k prudkému 
rozvoj i použi t í  te chnických a programových pros t ř e dků p o č í ta čové 
grafiky j e  tato publ ikace do ur čité míry poj at a  j ako p řehle dová , 
při čemž podrobno s t i  lze nalézt v literatuř e . Některé pasáže bylo 
nutno zredukovat na téměř informativní úroveň z důvodů p ř í l išné 
teor e t i cké s ložitos t i , s ložitosti algoritmů , p řípadně pro j e j i ch 
nedos tupnos t ,  neboť firmy skute čně použité me tody nepub l ikuj í .  
Pro dal š í  s tudium v oblas t i  počítačové grafiky j e  nezby tné 
s le dovat odbornou literaturu, na kterou bych r ád upozornil , a to 
z e j ména na : 
a )  časopisy 
* Computer Graphics Forum , Nor th Holland Comp . 
ACM Trans action on Graphi cs , ACM* 
The Visual Compute r ,  Springer Verlag+ 
Computer Aided Geometrie De sign ,  Nor th Hol l and comp: 
Computational Geome try , Theory and,Appl icat ions , E l s evier 
S cience PUbl: 
Computer Aided De s ign , Butterworth & Co ( Publishe r s ) L t d . + 
Computers & Graphics , pergamon Press 
b)  s borníky konferencí 
EUROGRAPHICS * ( EUROGRAPHICS As sociation ) ,  
S I GGRAPH+ ( USA ) , 
Computer Graphi cs International+ 
Publikace označené * ,  + j e  možné vypůj č i t  p ř e s  knihovnu 
Západoče ské univerzity ( publ ikace označené + netvo ř í  celý 
kompl e t ) . 
Za základní publikace v oblas ti počítač ové grafiky lze 
považovat [ 5 ] ,  [ 1 1 ] ,  [ 44 ] , [ 5 5 ] ,  [ 5 6 ] ,  [ 6 6 ] ,  [ 6 9 ] ,  [ 72 ] , [ 9 4 ] ,  
[ 9 7 ] ,  [ 1 0 4 ] ,  [ 1 0 8 ] ,  [ 1 0 9 ] ,  [ 1 12 ] ,  [ 1 1 4 ] , [ 12 3 ] ,  p ř ičemž os tatní , 
uvedené v s e znamu literatury , l ze označit za doplňkové , s l oužící 
předevš ím k dalš ímu s tudiu dané problematiky , p ř ípadně par t i í  
souvi s e j í cí ch s počítačovou grafikou . Ce lkový s e znam použi té 
literatury j e  uveden v 3 .  díle této publ ikace . 
Je mou milou povinností poděkovat všem,  kte ř í  p ř i s p ě l i  ke 
vzniku této publ ikace , ať už vytvořením podmínek nebo s timulací 
k vlas tní práci . Chtěl bych zej ména poděkovat ing . I . Kolingerové 
za j ej í  konkré tn í ,  podnětné a kr itické př ipomínky , bývalým 
i současným s tudentům Západo české univer z i ty v P lzni s e  
zaměř ením Po č í tačová grafika a CAD sys témy , kte ř í  byl i  
neoceni te lnými pomocníky p r l  ověřování algor i trnů a tvorbě 
demonstračních a výukových programů , které j sou p ř ípadným 
záj emcům k dispozici . Skr ipta byla do formátu " camer a  r e ady " 
p ř ipravena pomo cí textového proces oru ChiWr iter , 
laskavě zapůj čen firmou Hors tmann Software ( USA ) 
který byl 
a který byl 
neo cenite lným pomocníkem . Vě tšina obr ázků byla r e a l izována 
pomo c í  programu COREL DRAW , který se ukázal být velmi dobrým 
nás troj em pro daný úče l . 
Budu zavázán všem č tenářům za j akékol iv p řipomínky , návrhy 
či doplnění předkládaného textu . Uvítám r ovně ž  p ř ípadné 
informace o apl ikaci předkládaných algor i tmů , j e j i ch modifikac í  
či z c e l a  nových algor itme ch počítačové grafiky . 
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4 .  Geometr ické t ransformace 
Každý s oubor podprogramů pro počítačovou grafiku j e  vybaven 
podprogramy pro geometrické manipulace s geome t r i ckými obj ekty . 
Me zi nej základněj š í operace patří posuv ,  rotace a změna měř í tka 
( zvě t š ení , zmenš ení ) .  Při realizaci operací budeme požadovat 
možno s t  kombinace základních operací . 
4 .1 Transformace v rovině 
Oper ace posunutí 
Má-l i  být bod ( x , y ) posunut o vektor ( a , b )  a označíme- l i  
novou pozici bodu ( x '  , y ' ) ,  pak plat í : 
x '  x + a 
y '  y + b 
V maticové formě pak dos táváme : 
Je zřejmé , že chceme-li posunout něj aký obj ekt , pak tuto 
trans formaci mus íme aplikovat na vše chny body daného obj ektu . 
\ 
Předpokláde j me ,  že máme j ednoduchý geome t r i cký obj ekt ve tvaru 
dome čku ,  který chceme posunout o vektor ( 1 , 1 ) .  S tav před a po 
posunut í  j e  na obr . 4 . 1 . 1 .  
y y 
5 5 
4 4 
3 3 
2 2 
1 1 
O O 
O 1 2 3 4 5 x O 1 2 3 4 5 x 
před posunutím po posunutí 
Obr . 4 .  1 .  1 
- 1 -
Rotace 
Dalš í  ve lmi často používanou operací j e' operace rotace . Pro 
operaci rotace okolo' počátku souřadného sys tému p l at í : 
x ' = x 
y '  = x 
V mat i covém tvaru : 
cos ex 
s in ex + 
cos ex - s in ex 
s in ex cos ex 
y 
y 
s in ex 
cos ex 
kde ( x , y )  j s ou souřadni ce bodu v původním s ouřadném sys tému ,  
( x '  , y ' ) j s ou s ouřadnice bodu p o  provedení rotace okol o  počátku 
s ouřadného sys tému o úhel ex. 
y 
5 
4 
3 
2 
1 
o 1 
Změna měř í tka 
2 3 4 5 
před rotací 
x 
y 
5 
4 
3 
2 
1 
Obr . 4 . 1. 2 
o 1 2 3 4 5 x 
po rotaci 
Změna měř í tka je ve lmi potřebnou operací . Mnohé sys témy 
nedovoluj í změnit měř í tko na ose x rozdílně od měř í tka na 
ose y .  Chceme - l i  měř í tko na ose x změnit Sx krát a na ose y 
změni t  měř í tko Sy krát , pak platí : 
x ' = Sx x 
y ' = Sy Y 
- 2 -
V mat i covém tvaru : 
Sx 
o 
Tuto operaci lze opě t demonstrovat pro Sx=2 ( zvětš eni ) a Sy=O . 5 
( zmenš eni ) pomo ci obr . 4 . 1 . 3 .  
y y 
5 5 
4 4 
3 3 � 
I I 2 2 
1 1 
O O 
O 1 2 3 4 5 x O 1 2 3 4 5 x 
před změnou měřitek po změně měřitek 
Obr . 4 .  1 .  3 
Pro reprezentaci všech operaci by bylo vhodné mit j eden typ 
operaci . Toho j e  možné docilit zavedenim homogennich s ouřadni c .  
Bod ( x , y )  j e  repre zentován v homogennich s ouřadn i cich 
( wx , wy , w ) , kde w < > O .  Pak bod s homogennimi souřadni cemi ( X , Y , W )  
má kar tézské s ouř adni ce x=X/W a y=Y /W . Jednotlivé operace j e  
možné nyni přepsat do maticového tvaru : 
- posunuti o vzdálenost ( a , b )  
o 
1 
O 
a 
b 
1 ] [ � ] 
- rotace o úhe l a okolo počátku 
- 3 -
x ' = T ( a , b )  . x 
[X' ] [ c�s ex 
y '  = s ln ex 
1 O 
- změna měř í tka 
Sx 
O 
O 
- s in ex 
O 
Sy 
O 
cos ex 
O 
O 
O 
1 
� ] [ � ] 
x'= R ( ex )  . x 
] [ � ] x = S ( Sx , Sy ) . x 
Velkou výhodou homogenních souřadnic j e ,  že umožňuj e r e a l i zovat 
j ednot l ivé geome tri cké operace pomo cí j ediné mat i cové operace 
a pro některé apl ikace repre zentovat bod v nekone čnu , což j e  
l imitní p ř ípad pro w=O .  
Z dosud uve deného vyplývá , že : 
- 1 ( b ) T ( -b ) T a = -a , 
- 1  ( ) R ( ) R ex = -ex 
- 1  ( Sx Sy ) = S ( l / Sx l / Sy ) S , , 
Vzhledem k tomu , že matice R j e  ortogonální , plat í ,  že : 
Transformace j e  možné řetězit . Vzhledem k tomu , ž e  mati cové 
operace nej sou obecně komutativní , nelze o čekávat , ž e  výs l edek 
po rotaci a posunutí bude s te j ný j ako po posunutí a rotac i . 
Uvažme něko l ik j ednoduchých př íkladů pro demon s t r a c i  
j ednot l ivých operací a j e j ich s ložení . 
4 . 2 Řetězení dvourozměrných transformací 
Otočení objektu okolo bodu 
Mě j me geomet r i cký obj ekt , který chceme otočit o úhe l ex 
okolo daného bodu A,  který není počátkem s ouřadného sys tému . 
Požadovanou operaci j e  nutné rozdě lit na : 
- posun vš e ch bodů obj ektu tak ,  aby bod A byl v po čátku 
s ouřadného sys tému 
- pooto čení všech bodů daného obj ektu o úhe l ex 
- posunut í  všech bodů obj ektu tak ,  aby bod A byl ve své 
původní pozici 
- 4 -
y 
4 
3 
2 
1 
O 
O 
y 
3 
2 
1 
O 
O 
1 2 3 
a) 
původní s tav 
po oto čení 
o úhe l  
4 
Ce lý pos tup lze přepsat 
x' = T ( -a,  
x' I = R ( lX ) 
x' I I = T ( a , b 
5 x 
y 
4 
3 
2 ---jL-___ � 
1 
o 1 2 3 4 5 
b) 
po posunut í  do po čátku 
x 
y 
3 
2 
1 
O 
O 1 
po posunut í  bodu A 
do původní pozice 
Obr . 4 . 2 . 1 
d) 
pomocí rovni c  
- b  ) x 
. x' 
) . x' I 
- 5 -
x 
x 
t j . 
X' I I = T ( a , b ) 
l ze psát , že 
R ( o: ) • T ( -a , -b ) • x 
x' I I = Q { a b , o: ) . x 
kde : 
Q ( a , b , o: ) = T ( a , b ) . R ( o: ) . T ( -a , - b  ) [ X' I ' ] [ 1  
y ' I I = O 1 O O 1 O cos o: s in o: O -sin o: O � ] . [ 
� 
cos o: 
O 1 
O 
- a  
-b 1 ] . [ � ] 
Vyhodno cením výrazu pro Q dos táváme : 
Q ( a , b , o: ) 
[COS o: - s in o: t -a . cos o:+b . s in o:+a ] 
= s in o: cos o: j -a . s in o:-b . cos o:+b 
·········0························································CY····························· I ···················································r············· ............................. . 
Po dos azení za o: = -rr/ 2 do R{O: ) dos táváme : 
R � [ -� 1 O 
O 
O 
O 1 ] 
Po vyhodnocení maticového výrazu pro o: = - rr/ 2 dos táváme : 
Obe cně platí , že obe cnou matici trans formace Q l z e  rozdě l i t  na 
submat i c i  QR 
rozměru 2 x 2 vyj adřuj ící obe cně rotaci a na 
mati c i  Qp 
r ozměru 2 x 1 vyj adřuj ící posuv ,  a t e dy : 
Q = [ QR Qp ] 
··································0··················· ........... ············ .... r········ 
Odtud vyp lývá , že k reprezentaci obe cné trans formace v r ovině 
A 
s tačí mati ce Q rozměru 2 x 3 ( toho využívá např . i GKS - 2D ) ,  
kde : 
- 6 -
Y 
4 
3 
2 
1 
O 
Je z ř e j mé , že uve dený způsob provádění operací není p ř í l i š  
efektivní , a p r o t o  s e  v e  skute čných aplikac í ch spočítaj í p ře dem 
vztahy pro ce lou trans formaci a vektory souřadn i c  x se pak 
vynásobí výs lednou maticí . 
V někt erých publikacích ( ze j ména zahr aničních ) s e  používá 
mís to s loup cových vektorů vektorů řádkových . Pak j e  nutné 
pořadí vektorů a mat i c  operací obrátit a j ednot l ivé mati ce 
a vektory transponovat ,  neboť vztah 
y = A B x 
j e  možné přeps at j ako 
Relativní změna měř ítka 
V některých s i tuacích může být i změna měř ítka operací 
záludná . Uvažme j ednoduchý obj ekt , který chceme zmenš i t  
v poměru 1 : 2 ,  v i z  obr . 4 . 2 . 2 . a . 
původní stav Y požadovaný stav Y nesprávný výsledek 
4 4 
3 3 
2 U 2 U 1 1 
(xr,yr) (xr,Yr) (xr,Yr) 
O O 
O 1 2 3 4 x O 1 2 3 4 x O 1 2 3 4 
a) b) c) 
Obr . 4 . 2 . 2  
Tento zdánlivě j ednoduchý úkol může být realizován nesprávným 
způsobem , neboť vynás obíme-li souřadnice vr cholů t r ans formační 
maticí S ( Sx , Sy ) ( Sx = 0 . 5 , Sy = 0 . 5 ) ,  pak dos taneme s i tuac i  na 
obr . 4 . 2 . 2 . c .  Obj ekt s e  ne j en zmen š í ,  ale zároveň se i posune , 
neboť s e  přepočtou i souřadnice referenčního bodu ( xr ' Yr ) .  
Pokud chceme získat výs tup , který j e  uveden na obr . 4 . 2 . 2.b , pak 
j e  nutné : 
- 7 -
x 
- posunout obj ekt do počátku souřadného sys temu , 
- prové s t  přepočet souřadnic posunutého obj ektu 
požadovaného zmenšení , 
- posunout obj ekt do původního referenčního bodu (xr ' Yr ) '  
Tyto j ednotl ivé kroky l ze popsat rovnicemi 
t j . 
x '  = T ( -x r ' 
x" = S ( Sx 
-y r ) . x 
Sy ) x ' 
x '  " = T ( xr ' y r ) . x" 
podle 
x ' , , = T ( xr ' Yr ) . S ( Sx , Sy ) . T ( -x r , -y r ) . x 
Pak lze psát 
x '  " = Q ( a , b , Ci ) • x 
kde 
[X"'] [ 
y '  , , = 1 1 O O O 1 O Sx O O O Sy O O O 1 ].[ 1 O O O 1 O 
Po vyhodno cení výrazu pro Q dos táváme : 
Q (xr ' Yr ' Sx , sy ) 
(1 - Sx ) .  xr ] (1 - Sy ) .  Y 
··························:r························E ........ . 
Dř íve uvedené základní trans formace , j ako posuv ,  rotace a změna 
měř í tka , obsahuj í pravděpodobně vše chny programové ce lky 
podporuj ící počítačovou grafiku . Jen některé programové c e lky 
však posky tuj í i dal š í  " odvozené " trans formace , které j s ou 
vhodné pro některé apl ikace . Dvě takové operace j sou zr cadlení 
a zkosení . 
- 8 -
Zrcadlení 
Zr cadlení j e  operace , kdy j e  obj ekt trans formován do t akové 
pozice , která vznikne zr cadlením vzhledem k něj aké os e ,  či 
bodu . Nej j ednoduš š í  je př ípad , kdy osa zr cadlení j e  totožná se 
s ouřadnou osou . Pro př ípad , že osou zr cadlení j e  osa x , viz 
obr . 4 . 2 . 3 ,  pak platí 
x' = x 
t j . v mat i covém tvaru 
před 
y 
1 O O 
Obr . 4 . 2 . 3 
O -1 O O O 1 
y '  = - y 
] [ � 1 
před y po 
x x 
Obr . 4 . 2 . 4  
V případě , že osou zr cadlení j e  osa y ,  viz obr . 4 . 2 . 4 , p ak platí 
x' = - x 
tj . v mati covém tvaru 
-1 O O O 1 O O O 1 
y ' y 
] [ � ] 
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Pro p ř ípad ,  že osou zr cadlení j e  osa Y = x , 
osa y = - X , viz obr . 4 . 2 . 5  a obr . 4 . 2 . 6 ,  pak p l atí 
x ' = y y ' = x 
tj . v mati covém tvaru 
resp . 
před y 
o 
1 
O 
O 
- 1 
O 
1 
O 
O 
-1 
O 
O 
O 
O 
1 
O 
O 
1 
//
/ 
,//"
/ Y 
= x 
//
/ 
Obr . 4 . 2 . 5  
, resp . x ' = - y y ' 
] [ � ] 
] [ � ] 
y 
y= - x 
x 
Obr . 4 . 2 . 6  
r e sp . 
- x 
Posledním př ípadem j e  zr cadlení vzhledem k počátku , viz 
obr . 4 . 2 . 7 ,  kdy j e  transformační vztah pops án rovni cemi 
x ' = - x 
tj . v maticovém tvaru 
-1 
O 
O 
y ' = - y 
O 
-1 
O 
O 
O 
1 ] [ � ] 
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x 
y 
x 
Obr . 4 . 2 . 7  
Uvedených operací zr cadlení lze s výhodou využít p ř i  realizaci 
různých obj ektů, které j s ou umístěny zr cadlově , z e j ména 
v oblasti stroj írenství a e lektrote chniky . 
Zkosení 
Zkos ení j e  dal š í  operací,  která j e  někdy k dispozi c i . 
Obvykle s e  rozeznává tzv . zkos ení x ,  kter é  j e  definováno mati c í  
[ 1 a O ] Hx ( a )  = O 1 O O O 1 
a zko s ení y ,  které j e  ur čeno maticí 
[ 1 O O ] H ( b )  = b 1 O Y O O 1 
Na obr . 4 . 2 . 8 j e  uvedena oblast a výs ledky po zkosení x 
a zkosení y .  
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zkosení y 
zkosení x a = 1 b = 0,5 
y I' Y a = 0,5 b = 1 Y 
3 - 3 3 
2 2 2 
1 - 1 1 
O O O I I -
O 1 2 3 x O 1 2 3 x O 1 2 3 x 
Obr . 4 . 2 . 8 
Př íklad 
Odvoďte vztahy pro geometr i ckou transformaci , kter á  j e  dána 
mati cí 
[ 1 a O ] H ( a )  = b 1 O xy O O 1 
p ř i čemž volte a = 0 . 5 b = 0 . 7 Výs ledek operace ilustruj te 
na př ípadě z obr . 4 . 2 . 8 . a .  
Př íklad 
Odvoďte vztahy pro vzáj emnou trans formaci mezi obdélníkem 
a l i choběžníkem ( počátek souřadného systému ztotoněte vždy 
s j edním vr cholem . Diskutujte vlastnosti této ope race a ukažte 
možnosti apl ikací . 
- 1 2  -
4 . 3 Mat icová reprezentace operací pro třírozměrný prostor 
Mati cové reprezentace pro operace v rovině vyžadovaly matice 
o rozměru 3 x 3 .  Analogi cky pro operace v tř írozměrném prostoru 
založené na r epre zentaci bodů homogenními souřadni cemi budeme 
požadovat matice 4 x 4 .  Na rozdíl od dvourozměrného p řípadu ,  kdy 
j e  or ientace kartézského souř adného systému vžitá , j e  nutné 
u třírozměrného prostoru j ednoznačně definovat směr j ednotl ivých 
os . 
y 
pravotočivý 
souřadný 
systém 
_z ___________ / 
x 
Obr . 4 . 3 . 1  
y levotočivý 
souřadný 
systém 
z 
�--------------� x 
Na obr . 4 . 3 . 1  j e  ukázán j ak pravoto čivý , tak i l evoto č ivý 
souřadný systém s vyznačeným kladným smě r em r otací 
v j ednotlivých rovinách . Dále budeme imp l i ci tně používat 
pravoto čivý souřadný systém , pokud nebude ř e čeno j inak , i když 
levoto čivý s ouřadný systém by byl " př irozeně j š í "  pro aplikace 
v př ípadě grafi ckých výstupní ch zař ízení . Jednotl ivé operace pro 
tř írozměrný s ouř adný systém j s ou vlastně rozšířením trans formací 
pro dvourozměrný souř adný systém . 
Posuv 
Posuv o vzdálenost Dx , Dy , Dz lze vyj ádř it r ovni cemi : 
x '  = Dx + x 
y ' Dy + Y 
z '  = Dz + z 
- 1 3  -
V mat i covém tvaru pak 
x '  1 O O Dx x 
y '  O 1 O Dy Y = 
z '  O O 1 Dz z 
1 O O O 1 1 
x' = T ( Dx , Dy , Dz ) . x 
Na obr . 4 . 3 . 2 j e  znázorněna situace před posunutím . Na obr . 4 . 3 . 3 
j e  pak s tav po posunutí dané vektorem ( -1 , 2 , 1 ) .  
z z 
6 6 před transformací 
po p osunutí D = ( -1, 2. 1) 
4 
2 
2 4 6 8 Y 4 6 8 Y 2 
4 
x x 
Obr . 4 . 3 . 2 Obr . 4 . 3 . 3 
Změna měř ítka 
x '  = Sx 
y '  = Sy y 
z ' = Sz z 
tj . v maticovém tvaru 
x '  Sx O O O x 
y '  O Sy O O Y = 
z ' O O Sz O z 
1 O O O 1 1 
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res p . 
X' = S ( Sx , Sy , Sz  ) . x 
Na obr . 4 . 3 . 4 j e  znázorněna s ituace 
pro Sx= 2 ,  Sy= 3 ,  Sz=2 aplikované 
obr . 4 . 3 . 2 .  Je nutné upozornit , 
po provedení změny měř ítka 
na původní s ituac i  z 
že dochází i k posunut í 
zobr azovaného obj ektu . Pokud by se měla apl ikovat změna měř ítka 
pouze na obj ekt , j e  nutné postupovat obdobně j ako v kap . 4 . 1  pro 
př ípad r e lativní změny měřítka v E2 . 
z po změně měřítka S = ( 2. 3. 2 ) . 
10 
8 
6 
4 
2 
y 
4 
6 � ______________ --y 
x 
Obr . 4 . 3 . 4  
Rotace 
Rotace kolem osy z ,  tj . v rovině xy , o úhe l ex j e  pop s ána 
rovnicemi : 
V maticovém tvaru 
x ' cos ex 
y ' s in ex = 
z ' O 
1 O 
x ' = x 
y '  = X 
z ' = z 
- s in ex 
cos ex 
O 
O 
cos ex y 
s in ex + y 
O 
O 
1 
O 
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O 
O 
O 
1 
s in ex 
cos ex 
x 
Y 
z 
1 
resp . 
x 
z 
směr rotace 
okolo osy z 
Obr . 4 . 3 . 5 
Rotace kolem osy x ,  tj . 
x '  
y '  
z ' 
V mati covém tvaru pak 
x ' 1 
y ' O 
= 
z '  O 
1 O 
Rotace kolem osy y ,  tj . 
x ' 
y ' 
z ' 
V mati covém tvaru pak 
x '  cos '1 
y ' O = 
z ' - s in '1 
1 O 
resp . X' = R (lX) • x z 
z 
y 
x 
v rovině yz,  o úhe l 
= x 
= y cos (3 z 
= y s in (3 + 'z 
O O O 
cos (3 -sin (3 O 
s in (3 cos (3 O 
O O 1 
resp . x'  = 
v rovině zx , o úhe l  
x cos '1 + z 
y 
= -x s in '1 + z 
O s in '1 
1 O 
O cos '1 
O O 
- 1 6  -
směr rotace 
okolo osy x 
Obr . 4 . 3 . 6 
(3 : 
s in (3 
cos (3 
x 
Y 
z 
1 
R {(3 ) x . x 
'1 : 
s in '1 
cos '1 
O 
O 
O 
1 
y 
x 
y 
z 
1 
resp . 
z 
x 
resp . 
směr rotace 
okolo osy y 
Obr . 4 . 3 . 7 
X' 
y 
P ř i  rotaci okolo osy y j e  nutné dát pozor na polohu znaménka 
v matici R ,  neboť v př ípadě umístění znaménka minus do první 
řádky bychom dostal i mati ci rotace pro l evoto č ivý s ouřadný 
systém . Inverzní 
podobným způs obem 
systému . 
z 
x 
operace 
j ako v 
k operacím uvedeným l z e  získat 
př ípadě dvourozměrného s ouřadného 
z 
-z 
y y 
x 
a )  počáte ční stav b )  výs ledný stav 
Obr . 4 .  4 . 1 .  
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4 . 4 Řetězení t ř írozměrných t ransformací 
Podobně j ako v dvourozměrném př ípadě lze j ednotl ivé operace 
skládat . Vzhledem k tomu, že maticové násobení není obe cně 
komutativní , j e  výs ledek dán nej en j ednotlivými parametry , ale 
také pořadím provádění j ednotlivých operací . K i lustraci 
zřetězení j ednotlivých operací uveďme příklad z [ 44 ] . Pokusme se 
vektory z obr . 4 . 4 . 1 . a uspořádat do takové polohy , že ús e čka P 1 P 2 
j e  ztotožněna s e  zápornou poloosou z a ús e čka P 1 P 3 l e ž í  v r ovině 
yz . Výs ledek j e  uveden na obr . 4 . 4 . 1 . b . 
Ře š ení daného problém může být rozdě leno do někol ika kroků , 
a to : 
1 .  Posuv bodů tak, aby bod P l byl v počátku . 
2 .  Rotace bodů okolo osy y tak , aby úse čka P 1 P 2 ležela 
v rovině yz . 
3 .  Rotace bodů okolo osy x tak , by ús e čka P l P 2 l e ž e l a  na 
záporné poloose z .  
4 .  Rotace bodů okolo osy z tak , aby úse čka P 1 P 3 ležela 
v rovině yz . 
Předpokláde j me ,  že homogenní souřadnice jednotl ivých bodů j s ou : 
T 
P2 = [ x 2 ' Y2 ' z 2 ' 1 ] 
Pak matice r eprezentuj ící posuv má tvar : 
1 O O -x 1 
O 1 O -y 
T 1 = O O 1 -z 1 
O O O 1 
Po provedení operace posuvu 
x' = T (  -x , -y , -z ) . x 1 1 1 
dostáváme stav , který j e  uveden na obr . 4 . 4 . 2 ,  př i č emž nové 
souřadnice bodů j sou : 
p' = [ O , O , O 1 ] T 1 
p' = [ x2 - x l Y2 - Y 1 z2 - z l 1 ] T 2 
p' = [ x 3 - x l Y 3 - Y 1 z 3 - z l 1 ] T 3 
- 1 8  -
x 
-z 
výs ledek po posunutí 
Obr . 4 . 4 . 2 
y 
Nyní j e  nutné provést rotaci okolo osy y tak , aby ús e čka P l P 2 
ležela v r ovině yz . K tomu j e  nezbytné , ur čit úhe l  r otace , která 
je prováděna o nezáporný úhe l  � , pro který p l atí : 
cos I/J = 
z ' 2 = cos ( rr/ 2 + � ) 
cos � = 
-z ' 2 
kde 
Po dos azení dostáváme 
cos � = 
kde : 
- ( z -2 
s in I/J = 
x ' 2 
s in � 
x ' 2 
s in � = 
Po provedení operace rotace okolo osy y ,  tj . v r ovině zx 
kde : 
X' I = R ( � ) . x' zx 
cos � 
Rzx ( � )  
O = 
- s in � O 
O s in � O 
1 O O O cos � O O O 1 
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dostáváme stav , který j e  na obr . 4 . 4 . 3 .  
x 
z 
P " 3 P" 2 -z 
y 
výs ledek po rotaci okolo osy y 
Obr . 4 . 4 . 3 
Po dos azení souřadnic bodu P '  do rovnice pro rota c i  2 
dostáváme s ouřadnice bodu P" a to : 2 ' 
P2" = [ O , Y 2 - Y l ' 
Rotace okol o  osy x ,  tj . v rovině yz,  mus í  být provedena 
o úhe l o , pro který platí 
cos ( o )  = 
z '  , 2 
D2 
s in ( o )  = 
kde 
Vzhledem k obrácené or ientaci mus íme prové st rotaci o úhe l -o , 
př i čemž 
cos ( -o )  = cos ( o )  s in{-o ) = - s in ( o )  
Po dosazení a úpravě dostáváme : 
D2 = ý( x2 - x l )
2 + ( Y2 - Y )
2 + ( z 2 - z l )
2 
1 
Po provedení operace rotace kolem osy x ,  tj . v rovině yz 
x' , , = R ( -o ) x' , yz 
- 20 -
kde 
1 O O O 
O cos ( -o )  -sine-o ) O 
R ( -o )  = s ine-o ) cos ( -o )  yz O O 
O O O 1 
dostaneme stav , který j e  na obr . 4 . 4 . 4 . 
z 
Cl 
P'" 1 y 
x 
\ 
výs ledek po rotaci okolo osy x 
Obr . 4 . 4 . 4  
Výs l edné s ouřadnice bodu P" , 2 j sou zře j mé ,  a to : 
pí" = [ O , O , -D2 ' 1 ] T 
Posledním krokem j e  rotace okolo osy z o úhe l a tak , aby úse čka 
P 1 P 3 ležela v rovině yz . V daném př ípadě platí , že 
kde : 
y '  , , 3 cos a = 
D3 = -V ( x" ' ) 
2 + ( y" ' )  2 3 3 
s in a = 
x ' , , 3 
Poznamene j me ,  že souřadnice bodu P 3" by byly získány apl ikac í  
ste j ných trans formací , které byly uvedeny výše p r o  trans formaci 
bodu Pí" .  Uvedené operace mohou být zřetězeny tak , že 
- 2 1  -
------ --
a j edno t l ivé operace mohou být sloučeny tak , že 
x' , " = O • x 
kde matice : 
Obe cně opě t platí , že matici O rozměru 4 x 4 lze r ozdě l i t  na 
submatici 0R rozměru 3 x 3 vyj adřuj ící obe cně rotaci a mati c i  
Op vyj adřuj í c í  posuv . Pak l z e  psát : 
Odtud vyplýv á ,  že k reprezentaci obe cné trans formace v pros toru 
A 
E 3 s tačí mat i ce O rozměru 3 x 4 ( toho využívá např . i GKS - 3D) , 
kde : 
A 
O = 
y' 
z 
směr pohledu 
/ / 
a 
/ 
/ / 
x 
Obr . 4 . 5 . 1  
- 2 2  -
x' 
ve skute čno s t i  nebudeme 
posouvat souřadný sys tém,  
ale obj ekty 
4 . 5 Rotace kolem l ibovolné osy 
Rotace kolem libovolné osy j e  ve lmi častou úlohou 
dekomponovate lnou na j ednoduš š í  kroky . Definuj me bod 
Q ( xq , yq , Zq ) j ako bod ,  kterým osa o procház í , a směrový 
j ednotkový vektor , který j e  dán pomo c í  směrového vektoru 
( a , b , c ) . Jednotl ivé kroky pro pooto čení o úhe l � j s ou : 
posuv obj ektu do nového souřadného systému s počátkem 
v bodě Q ( mati ce T )  
- provedení rotace obj ektu okolo osy x a y tak, aby j ednotkový 
vektor ( a , b , c )  byl po rotaci ztotožněn s j ednotkovým 
vektorem ( 0 , 0 , 1 )  rovnoběžným s osou z ( mati ce Ryz ' Rzx ) 
- pooto čení obj ektu o úhe l  � 
- 1  - 1  - provedení inver zních rotací okolo os y a x ( matice Rzx , Ryz ) 
- inverzní posuv obj ektu ( matice T- 1  ) 
Ú če lem 4 .  a 5 .  kroku j e  návrat do původního s ouřadného systému . 
Souřadný systém , který byl založen v r ámci 1 .  a 2 .  kroku , 
s l ouží pouze k dočasným účelům .  Kompletní trans forma ce j e  p ak 
definována mati c í ,  která j e  dána výrazem, 
. T 
Transformace posuvu souřadného systému do bodu Q ( xq , yq ' Zq ) j e  
dána matic í :  
1 O O -x q 
T ( -x -y - z ) O 1 O -y = q q ' q ' q O O 1 - z  q 
O O O 1 
tj . 
x' = T . x 
Mati ce r otace Ryz ( a )  pro rotaci kolem osy x ' j e  definována : 
1 O O O 
O cos a -sin a O 
Ryz ( a )  = s in a O O cos a 
O O O 1 
- 2 3  -
------------------------------------------------- --
kde : 
t j . 
cos ex = c v 
x ' I = R ( ex )  • x ' yz 
s in ex = b v v= 
Výs ledek po posunu a rotaci kolem osy x'  
I 
o úhe l ex j e  uve den na 
obr . 4 . 5 . 2 .  
z" 
y' 
y" 
� 
_______ --r--r--� /8/0 
a x' x" 
z' 
Obr . 4 . 5 . 2  
směr pohled II 
Nyní j e  nutné prové s t  rotaci kolem osy y" o úhe l {3 , který j e  
ur čen vztahy : 
kde 
v cos {3 = -­r s in {3 = 
a 
-a 
r 
v= 
V př ípadě , že ( a , b , c )  je j ednotkový směrový vektor , p l at í : 
a2 + b2 + c2 = 1 . 
Matice rotace R ( {3 )  pro rotaci kolem osy y" má tvar : zx 
cos {3 o s in (3 O 
Rzx ( {3 ) 
O 1 O O = 
-sin {3 O cos (3 O 
O O O 1 
tj . x '  I I = Rzx ( {3 )  . x ' 
I. 
- 2 4  -
Nyní zbývá provést rotaci obj ektu o úhe l 'tJ kolem osy o ,  kter á  j e  
ztotožněna s osou z ' " ( tj .  rotaci v rovině xy nového s ouřadného 
systému ) , viz obr . 4 . 5 . 3 .  Matice rotace R má tvar : 
cos 'tJ 
- s in 'tJ 
Rxy { 'tJ )  
= 
O 
O 
směr pohledu 
z" 
x" 
s in 'tJ 
cos 'tJ 
O 
O 
ObrA.5.3 
O 
O 
1 
O 
O 
O 
O 
1 
Pro matici R ( 'tJ )  uvažuj eme pooto čení o úhe l okolo osy z xy 
v kladném smyslu.  Pak matice rotace R ( 'tJ )  mus í  být pro s ouř adný xy 
systém pozorovatele , tj . pro levotočivý s ouř adný systém , 
transponována . 
Obr . 4 . 5 . 4 
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Př íklad 
Je dána krychle ,  viz obr . 4 . 5 . 4 . a , s vrcholy : 
A = ( 0 , 0 , 0 ) ,  B = ( 2 , 0 , 0 ) , C = ( 2 , 2 , 0 ) , D ( 0 , 2 , 0 ) , 
E ( 0 , 0 , 2 ) ,  F = ( 2 , 0 , 2 ) ,  G = ( 2 , 2 , 2 ) ,  H = ( 0 , 2 , 2 ) .  
Pootočte tuto krychl i okolo osy procházej í cí body ( 0 , 0 , 0 )  
a ( 2 , 2 , 2 )  o úhe l 6 0· . 
Označíme - l i  
T 
pak lze celou transformaci vyj ádř it výrazem 
R = - 1  W . R ( � )  • W 
kde W vyj adřuj e s ouhrnně posuv a rotaci obj ektu do požadované 
polohy a R ( � )  j e  maticí rotace kolem zadané'  osy . 
Celková matice transformace R má tvar : 
2 / 3 - 1 / 3  2 / 3  ° 
2 / 3  2 / 3 - 1 / 3  ° 
R = - 1 / 3  2 / 3  2 / 3  O , 
° ° ° 1 
a vr choly dané krychle po rotaci maj í s ouřadni ce : 
A ' = ( ° , ° , ° ) B ' = ( 4 / 3 , 4 / 3  , - 2 / 3  ) 
C ' = ( 2 / 3  , 8 / 3  , 2 / 3 ) D ' = ( - 2 / 3  , 4 / 3  , 4 / 3 
E ' = ( 4 / 3  , - 2 / 3  , 4 / 3 )  F ' = ( 8 / 3 , 2 / 3 , 2 / 3 ) 
G ' = ( 2 , 2 , 2 ) H ' = ( 2 / 3  , 2 / 3  , 8 / 3 ) 
Výs l edek po r otaci o úhe l  � j e  na obr . 4 . 5 . 4 . b .  
z y 
E f----t---,r, 
H' 
,1' " ,.' , \ ... '" , i-\ 
) 
\k" \ 
... ... .. ,( '»'" .... :' \ " '\ ,- C' / / 
AI ........ \ / ....... 8' 
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4 . 6 Transfo rmace "okno-pohled" 
Častou úlohou j e  zobrazení kre s leného mot ivu z int ervalu 
<Wxa , Wxb > x < Wya , Wyb > do intervalu < Vxa , Vxb > x < Vy a ' Vyb > ,  viz 
obr . 4 . 6 . 1 .  Tato trans formace se používá zej ména ve spoj ení 
s operací oře záván í ,  neboť obvykle ne chceme zobrazit tu čás t 
kre s l eného motivu , která j e  mimo zobrazované okno . 
Y Y 
(Wx b,WY b) 
o x o x '  
Obr . 4 . 6 . 1  
I když j de o j ednoduchou trans forma c i ,  j e  vhodné j i  odvodi t ,  
zej ména z důvodu častého používání . J e  zře j mé , ž e  trans formace 
bude ur čena nás leduj í cími základními kroky : 
- posuvem, který j e  reprezentován maticí Tl' bodu ( Wxa ' wya ) do 
bodu ( 0 , 0 )  , t j . posuvem do počátku s ouřadného systému , 
- změnou měřítka na ose x a y ,  která j e  r eprezentována mat i c í  
S,  tak ,  aby s e  interval <Wxa ' Wxb > trans formoval na interval 
< Vxa , Vxb > ,  a podobně pro osu y, 
- posuvem, který j e  repre zentován mat i c í  T 2 ' původního bodu 
( Wxa , Wya ) do bodu ( Vxa , Vya ) .  
Pak lze psát 
x' Q • x kde Q = T2 S Tl 
přičemž : 
[ 1 O -Wx ] [ 1 O Vx ] a a Tl = O 1 -Wy T2 = O 1 VYa a O O 1 O O 1 
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S = 
Mat i ce Q 
Q 
kde : ex = 
(3 = 
[ ( VXb-VXa} � ( WXb-WXa ) O 
( vyb- vya ) / ( wyb-wya ) 
O 
r eprezentuj ící ce lou transformaci je pak určena 
[ ex O '1 ] O (3 cl O O 1 
( VXb - Vx ) / ( WXb - Wx ) '1 Vx - ex Wx a a a a 
( Vy - Vy ) / ( WYb - Wy ) cl 
= Vy - (3 WYa b a a a 
Je zře j mé ,  že pokud by některé čás ti kre s by přesahovaly 
interva l ,  j e  nutné tyto čás t i  vhodně odř íznout . 
O ] O 1 
takto 
zadaný 
Takto s loženou trans formaci j e  možné používat ,  ni cméně 
z mnoha praktických důvodů j e  vhodné tuto t r ans forma c i  r ozdě l i t  
n a  transformace dvě , a to : 
- na t rans formaci z intervalu na 
interval ( 0 , 1 >  x ( 0 , 1 > ,  reprezentovanou mati c í  Tí, 
- na trans formaci z intervalu ( 0 , 1 >  x · ( O , l > na interval 
, 
( VXa ' VXb > x ( Vya , Vyb > ,  reprezentovanou mat i c í  Tí . 
Tímto způsobem doj de 
ve l iko s t e ch okna a 
k rozpadu 
pohledu na 
trans formace 
dvě na s obě 
závis lé na 
ne závis l é  
trans formace . Ve liko s t  okna j e  obvykle dána veliko s t í  kre s l i c í  
plochy na výs tupním zařízení , a tedy j e  vlastností výs tupního 
zař ízení , zatímco ve l ikos t  zobrazovaného motivu , t j . velikos t  
okna , j e  dána požadavky apl ikačního programu , viz obr . 4 . 6 . 2 .  
Tímto způsobem lze docílit nezávislosti grafi ckého výs tupu na 
aktuálním výs tupním zařízení . Norma GKS [ 5 6 ]  pak p ř i j ala tento, 
způsob ř e š ení nezávislosti grafi ckého výs tupu . Pros tor 
uživatelských s ouřadnic ,  t j . pros tor , ve kterém se nachází 
interval (WXa ' Wxb > x ( WYa ' Wyb > ,  j e  označován j ako WC ( world 
Coordinate s ) ,  pros tor normalizovaných s ouřadni c ,  t j . interval 
( 0 , 1 >  x ( 0 , 1 > ,  je označen j ako NDC .( Normalized Device 
Coordinate s )  a pros tor souřadnic zařízen í ,  t j . pros tor , ve 
kterém s e  nachází interval (VXa ' vxb > x ( vya , Vyb > ,  je  označen 
j ako DC ( Device Coordinates ) .  
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---------
y 
o x o 
Obr . 4 . 6 . 2 
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x 
�---��------ - -
Pak mat i c e  
[ T ' = 1 
kde cx 1 
= Dl = 
a 
cx2 
= 
02 
= 
T ' a 1 Tí j sou definovány 
cx 1 O O {3 1 O O 
1 / ( WXb 
- cx Wx 1 a 
Vx -b Vx 
Vx a 
Dl ] °1 1 
- Wx ) a {31 
°1 
a {32 
°2 
takto 
[ cx2 T' = O 2 O 
= 1 / ( WYb 
= - {3 Wy 1 a 
= VYb - Vy a 
= VYa 
O 02 ] {3 2 °2 O 1 
- Wy ) a 
Je z ř e j mé , že matice Tí j e  ur čena pouze vlas tnos tmi výs tupního 
zař ízení . Toto rozdě lení umožňuj e i současný výs tup na v í ce 
rozdílných zař ízeních . 
4 . 7 Transformace kř ivek a ploch druhého stupně 
Dosud uvedené geometrické trans formace byly odvozeny pro 
př ípad operací v E2 ' resp . v E3 ' s body a úse čkami . Pro r eálné 
použi t í  kř ivek ( kuželose ček , t j . kružnic , e l ip s  apod . ) l e ž í c í ch , 
na l ibovolné rovině v pros toru a ploch ( e l ipsoidů , paraboloidů , 
vál cových a kuželových ploch )  druhého s tupně , j ako grafi ckých 
p r imitiv ,  j e  ne zbytné odvodit analogické t r ans formace k 
transformacím souřadnic bodů . 
Uvažme obe cnou kuželose čku ve tvaru 
T x • A • x = O 
rozepsáním pak dos táváme ( předpokládáme syme tri ckou mat i c i  A ) : 
+ 2a 1 4x + 2a2 4y + 2a 3 4z + a44 O 
Pak operace posunut í  j e  definována : 
z = T . x 
Lze tedy psát : 
T ( - 1  z T 
Pak 
T B z . . 
) T 
z = 
- 1  x = T . z 
A - 1  O . . T . z = O 
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kde : B = - 1  • A • T j e  mat i ce reprezentuj í c í  danou 
kř ivku , resp . plochu , druhého s tupně po posunutí . 
Je pochopite lně nutné též např . v př ípadě eliptického oblouku 
trans formovat i koncové body pomocí matice T-� Podobným 
způs obem lze odvodit i os tatní geome trické trans formace . 
Pro p ř ípad rotace dos táváme 
z = R .  x 
T z - 1  A . R . z = O 
V př ípadě r otace j e  matice R or togonální , 
a tedy lze psát : 
zT . R . A . R- 1  . z = O 
4 . 8 Akce lerátory 
t j . - 1  T platí R = R , 
P ř i  real izaci geome trických transformací s e  s ouř adnicemi 
bodů j e  vhodné nej dř íve ur čit celkovou mati c i  trans formace 
a poté j i  použít 
j ednotl ivých bodů . 
pro výpo čet trans formovaných s ouřadni c  
P r o  urychlení výpočtů j sou používány t zv .  
akceler átory , 
Ne j j ednoduš š ím 
které real izuj í 
př ípadem j e  pak 
maticové operace hardwarově . 
realizace p ř i  použ i t í  dvou 
proces orů s pohybl ivou ř ádovou čárkou , viz obr . 4 . 8 . 1 .  
Repre zentuj e - l i  matice R celkovou transformac i ,  která má být 
apl ikována na vektor x, a označíme-li x' výs ledný tran s formovaný 
vektor , t j . platí : 
x' R • x 
Akcelerátor pak pronásobí pos tupně odpovídaj í c í  s l o žky vektoru x 
a ř ádky matice R tak ,  že dostáváme : 
y ' r 2 1  x + r 2 2  y + r 1 3  z + r 2 4  w 
z '  = r 3 1  x + r 3 2  y + r 3 3  z + r 3 4  w 
w '  = r 4 1  x + r 42 y + r 4 3  z + r 44 w 
Pak na výpočet j edné složky vektoru x' s e  spotřebuj e 7 kroků , 
t j . operací s č í tání nebo nás obení . Ke zrychlení l z e  použí t  
možného parale l ismu operací násobení a s čítání . 
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. 
I x y z W 
fU f2l 
• fl2 f22 ... 
4� --
fl3 f23 
, II . 
fl4 f24 
násobení 
\11 , 
fegistf fegistf 
II \ 
\ 
sčítání 
� 
� 
x' y ' z' w' 
Obr . 4 . 8 . 1 
Uvážíme- l i  např . operaci výpočtu hodnoty x ' , kde 
x ' = 
pak lze ukázat ,  
v j ednot l ivých 
obr . 4 . 8 . 2 .  
že operace nás obení 
čas ových okamžicích 
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a s č í tání 
prováděny 
f3l f4l 
fn f42 
f33 f43 
f34 f44 
mohou být 
s oučasně , viz 
t 
o 1 2 3 4 5 6 
I TU *X 
Obr . 4 . 8 . 2  
Uvedeným způs obem s e  za 5 čas ových j ednotek provede 7 FLOP S 
( Floating Point Operations - operací v pohybl ivé ř ádové čárce ) .  
Lze tedy urychl i t  provádění operací as i o 4 0  % .  K dal š ímu 
zrychlení lze použí t  zře tězení j ednotlivých operací 
( pipe l ining ) .  Použij eme-li výš e uvedené s chéma výpočtu pro 
j edno t l ivé dimenze , pak lze ukázat , že je  zapotřebí N * 7 FLOPS 
na N + 1 čas ových j ednotek, j e -li N dimenze mat i cových oper a c í ,  
t j . v našem př ípadě N = 4 ,  viz obr . 4 . 8 . 3� 
I TU X I Tl2 Y Tl3 Z Tl4 W T2l x T22Y T23 Z T24W T3lX T32Y T33 Z T34W T41 x T42Y T43 Z T44W 
-
I T�X + + + + + + + + + + + + + + T4:wl Tl2 Y Tl3 Z T14 W T21 x T22 y T23 Z T24W T31X T32Y T33 Z T34W T41 x T42Y T43 Z 
výpočet x' výpočet y' výpočet z' výpočet w' 
:::- - - -- - -
Obr . 4 . 8 . 3  
Použití zře tězení vede as i k 7 5  % urychl ení . Pro výkonné 
pracovní s tanice však ani toto zrychlení není pos tačuj í c í ,  
a proto j s ou používány tzv . vektor - vektor procesory,  viz 
obr . 4 . 8 . 4 , kdy vektory T které odpovídaj í  ř ádkům matice R ,  s e  r .  , 1 
pronás obí transformovaným vektorem x tak ,  aby byl a  vyp o čtena 
přís lušná s ložka vektoru x' . Pak i-tou s ložku vektoru x' , 
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\ 
označenou x � , lze vyj ádř it pomo cí skalárního s oučinu : 1 
'V 
x� 1 
rll 
T r .  1 
\� 
x 
x 
\11 
'V 
y z W 
- .-----
rZI r3l II 'V \ - r----
* rl2 I * r22 * r32 I * - I---
r13 r23 r33 
- I---
rl4 r24 r34 
- -
I II I r- I 
'V 
regl reg2 regl reg2 regl reg2 regl reg2 
\ II \I \ \� \ \11 
+ + + + 
\ II \ II 
x' y' z
' w' 
r4l 
r42 
r43 
r44 
'-- . ,  , , V ·  p roc esor rea l I z u J t c t  skalárlll  S O U C l n  
tra n s forma ce prob ě h n e  v S -ti časov ý c h  i n terv a l e c h  
Obr . 4 . 8 . 4  
Je zře j mé , že celý procesor obsahuj e vlas tně č ty ř i  s amos tatné . 
ce lky realizuj ící skalární součin . Lze ukázat , že p ř i  použití 
těchto proces orů je  možné urychl it provádění operací až o 95  % .  
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Př íklady 
Navrhně te s trukturu akceler átoru pro práci s kř ivkami 
a p l ochami druhého s tupně a j e j ich čás t í  ( např . kruhový oblouk 
apod . ) .  
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5 .  Proj ekce 
5 . 1 Možnosti zobrazování t ř í rozměrného prostoru 
Zobrazování t ř írozměrného pros toru j e  nepoměrně s loži těj š í  
než zobrazování pros toru dvourozměrného . V dvourozměrném př ípadě 
obvykle definuj eme transformaci okno-pohled , která j e  založena 
na prin c ipu, že čás t obj ektu s e  zobrazí na danou plo chu , p ř i č emž 
nežádané čás t i  se odř íznou . Koncepčně j e  obj ekt odř íznut vůč i  
oknu a zbytek kre s by j e  poté zobrazen . Vzhledem k tomu ,  ž e  
větš ina dos tupných zař ízení umožňuj e zobr azovat pouze 
v dvourozměrném souřadném sys tému , mus í s e  zavés t  trans formace , 
která by trans formovala třírozměrný pros tor do pros toru 
dvourozměrného . Tento problém může být ř e šÉm pomo c í  proj ekce 
( též promítání ) ,  která trans formuj e třírozměrné obj ekty na 
dvourozměrnou proj ekční rovinu . Obe cně je proj ekce t r ans forma c í ,  
která n-rozměrný prostor trans formuj e do k-rozměrného pros toru , 
přičemž n > k .  Dále s e  omezíme pouze na proj ekce p l anární , t j . 
na promítání na rovinnou plochu . Z obr . S . l . l vyplývá r ozdě l ení 
na j ednot l ivé trans formace : 
rovinné proj ekce 
J I 
parale lní 
J 
pravoúhlá kos oúhlá 
vícepohledová kavalier 
axonome t r i cká kabine t 
isome tr i cká 
dimet r i cká 
tr ime t r i cká 
Obr . S .  1 .  1 
perspektivní 
j ednobodová 
( j ednoúbě žníková ) 
dvoubodová 
( dvouúběžníková ) 
tříbodová 
( tř íúbě žníková ) 
Paralelní proj ekce j e  vlas tně zvláš tním p ř ípadem proj ekce 
perspekt ivní ,  j e- l i  pozorovatel v nekone čnu . 
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Per spektivní proj ekce 
V př ípadě perspektivní proj ekce vytvářej í r ovnoběžné čáry,  
které ne j s ou kolmé k rovině promítání , na průmětně úbě žník . 
Úběžník s i  lze představit j ako zobrazení · bodu v nekone čnu . 
Jednotlivé transformace j sou kategorizovány podle počtu 
úběžníků . Je z ř e j mé ,  že lze do cílit maximálně t ř íbodové 
perspektivy , t j . perspektivní 
úběžníky . Z obr . 5 . 1 . 4 j e  zře j mé ,  
trans formace vytvář e j í c í  t ř i  
ž e  j de o tř ídu t r ans forma c í , 
která s e  často používá . V př ípadě perspektivní proj ekce , viz 
obr . 5 . l . 2 , j e  nutné s i  uvědomit ,  že plat í : 
x = 
x' = 
p ř ičemž 
xl + ( x2 - xl ) � 
x' + ( x' - x' ) A-l 2 1 
není pravda , že : 
pró.mětna 
Obr . 5 . 1 .  2 
EG 
jednoúběžníková perspektiva 
Obr . 5 .  1 : 3 
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� E < O 1 > 
A- E < O 1 > 
jednoúběžníková perspektiva 
Jednobodová perspektiva j e  ve lmi čas to využívána z e j ména 
v oblas t i  návrhu zaří zení interiérů, viz obr . s . l . 3 . 
P ř i  kons trukci j ednobodové perspektivy s e  vychází z toho , že 
průmětna j e  rovnoběžná s některou ze základních rovin s ouřadného 
sys tému ,  t j . protíná pouze j ednu osu souřadného sys tému . 
y 
z 
průmět na 
p říklad konstrukce jednoúběžníkové prespektivy 
Při kon s trukci dvoubodové 
průmě tna j e  rovnoběžná s 
souř adného sys tému . 
Obr . 5 .  1 .  4 
perspektivy s e  vychází z 
j ednou osou ,  t j . protíná 
x 
toho , 
dvě 
že 
osy 
Pro t ř íbodovou perspektivu plat í ,  že průmě tna není kolmá na 
žádnou osu , a j e  tedy j imi protínána . 
Dvoubodová per spektiva se velmi čas to používá zej ména 
v ar chitektuř e , avš ak tříbodová perspektiva se používá j en ve lmi 
zř ídka . 
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úběžník 
úběžník 
úběžník 
Příklad konstrukce <k>uúběžníkové perspektivy 
Obr . 5 .  1 .  5 
úběžník 
příklad tříúběžníkové perspektivy 
Obr . 5 . 1 .  6 
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úběžník 
'aralelní proj ekce 
Par alelní proj ekce lze rozdělit do dvou základních skupin , 
a to podle vztahu mezi směrem proj ekce a normálou r oviny 
proj ekce . V pravoúhlé proj ekci j s ou smě ry s t e j né ,  zatímco 
v př ípadě kos oúhlé proj ekce nikoliv . Ne j j ednoduš š ím typem 
pravoúhlé proj ekce j e  proj ekce vícepohledov á ,  t j . nárys , 
bokorys , půdorys atd . Tento typ proj ekce s e  ve lmi čas to používá 
v te chni cké praxi a j eho konstrukce j e  znázorněna na obr . 5 .  1 . 7 .  
půdorys 
bokorys 
nárys 
ukázka vícepohledové proj ekce 
Obr . S . 1 . 7 
- 40 -
Axonomet r ické promítání 
Axonome t r i cká proj ekce j e  proj ekcí pravoúhlou . 
V axonome t r i cké proj ekci j sou rovnoběžné čáry zkr áceny s te j ným 
způs obem . Axonome t r i cké proj ekce j s ou rozděleny podle or ientace 
proj ekční roviny , t j . podle úhlů mezi průmě tnou a s ouřadnými 
osami . J e s t liže vš e chny tři úhly j s ou s t e j né ,  j de o izome t r i ckou 
pro j ekci . Jes tliže j s ou s t e j né pouze dva úhly , pak j e  výs l edkem 
pro j ekce dime trická . Jestliže vše chny úhly j s ou různé , j de 
o proj ekci trime t r i ckou . 
kon s trukce izometrické proj ekce výs ledek proj ekce 
Obr . s . l .  8 Obr . 5 .  l .  9 
Výs ledek izome t r i cké proj ekce z obr . 5 .  l .  8 j e  uveden na 
obr . s . 1 . 9 . V př ípadě izome tri cké proj ekce mus e j í  být úhly , které 
svírá průmě tna s j ednotl ivými souřadnými osami , s te j né 
( osy x , y , z j sou promítnuté do x , y  , z  ) .  Zkr ácení j e  na v š e ch p p p  
osách s te j né . To znamená, že normála průmě tna mus í  být 
rovnobě žná s j ednou ze čtyř přímek : 
x = Y & x = z nebo x = y & x = -z 
x -y & x = z nebo x = -y & x = -z 
V př ípadě dime t r i cké proj ekce j s ou pouze dvě souřadné osy shodně 
zkráceny ,  a tedy pouze dva úhly me zi rovinou proj ekce 
a souřadnými osami j sou shodné . To znamená , že normála p r o j ekční 
roviny mus í  být rovnoběžná s j ednou ze š e s t i  rovin , a to : 
- 4 1  -
x = ± Y nebo x = ± z nebo y = ± z 
Změnou normály proj ekční plo chy v j edné z tě chto r ovin může být 
změněno zvýraznění j ednot l ivých ploch .  
dimetrická proj ekce krychle 
Obr . 5 . 1 .  1 0  
Pos l oupnos t různých dime tri ckých proj ekcí j e  znázorněna na 
obr . 5 .  1 .  l l . 
m w  
,'some·l,.-,"ckd 
p/'"o iQ.k.oe... 
Obr . 5 . 1 .  1 1  
ictVadm' 
,avQ !e l n , '  
pn) j e  k.ce 
Tr imet r i cká proj ekce j e  obecněj š í . Výs ledkem j e  různé zkr ácení 
na j edno t l ivých osách, při čemž žádný úhe l me zi osami a p r o j ekční 
rovinou není s te j ný .  Na obr . 5 . 1 .  1 2  j e  uvedeno někol ik 
trime t r i ckých proj ekcí krychle . 
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Obr . 5 . 1 . 1 2 
Kosoúhlé proj ekce 
Kos oúhl é  proj ekce , viz obr . 5 . 1 . 1 3 ,  kombinuj í vlas tno s t i  
vícepohledové parale lní 
Vícepohledová paralelní 
daného obj ektu , nicméně 
obtížné s i  předs tavit .  
proj ekce s proj ekcemi axonome t r i ckými . 
proj ekce zobrazuj e přesný tvar p lo ch 
třírozměrný tvar může být někdy ve lmi 
V axonome trické proj ekci dos t áváme 
)ř eds tavu tvaru tělesa v třírozměrném pros toru , avš ak j en zř ídka 
'bdr žíme správný tvar těles a .  Odměřování v axonome t r i cké 
\ 
roj ekci není obe cně možné , zatímco ve vícepohledové parale lní 
�oj ekci j e  běžné . Kos oúhlé proj ekce obvykle repre zentuj í 
ute čný tvar ploch tř írozměrného tě l e s a ,  p ř i čemž dobře 
s t ihuj í i ce lkový vj em v třírozměrném pros toru . 
Poznamene j me ,  že směr normály roviny proj ekce nemus í být 
ožný se směrem proj ekce . Mezi ne j používaně j š í  kos oúhlé 
j ekce pat ř í  proj ekce typu kaval ier a kabine t .  V obou 
)ade ch s e  třetí osa promítne nej čas tě j i pod úhlem 3 0  
4 5 · . V př ípadě proj ekce typu kavalier j e  o s a  zobr azena 
r áceně , zatímco prl použití proj ekce typu kabinet se 
:uj e v závis l o s t i  na použitém úhlu . 
a obr . 5 . 1 . 1 4 j e  ukázána kosoúhlá proj ekce krychle , kde 
� zkr ácení s e  mění podle úhlu mezi směr em proj ekce a t ř e t í  
Výběr směru proj ekce vzhledem ke srozumi te lnos t i  kr e s by j e  
tý zej ména v př ípadě exis tence zakř ivených hr an těl e s a ,  
:- . 5 . 1 . 1 5 .  
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Obr . 5 . 1 .  1 3  Obr . 5 . 1 .  1 5  
/ 
Obr . 5 . 1 .  1 4  
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5 . 2  Matemat i cký aparát rovinné proj ekce 
Až dosud byly ukázány různé metody proj ekce z t ř írozměrného 
• 
pros toru do pros toru dvour ozměrného , a to pomo c í  planárních 
proj ekcí . Proj ekce na vál covou , kulovou či j inou p l o chu ne j s ou 
v te chni cké praxi čas to používány , a proto též matemati cký 
apará t  bude uveden pouze pro proj ekce planární . Pro j ednoduchos t  
s e  předpokládá , ž e  v př ípadě perspektivní proj ekce j e  r ovina 
proj ekce kolmá k ose z ve vzdálenosti z=d a že v př ípadě 
proj ekce paral e lní j e  rovina proj ekce kolmá k ose z v 
t j . z = o . Dále uvedená pravidla j sou odvozena pro 
sys tém pozorovate le , který je levotočivý a j e  přirozený 
p o čátku , 
s ouř adný 
v zhledem 
k předpokládané or ientaci os na s t ínítku obrazovky , t j . o s a  x j e  
or ientována doprava , osa y vzhůru a osa z dovnitř obrazovky . 
Yv 
d 
průmět na 
Yv 
Obr . 5 . 2 . 1 
pohled dolů ve směru osy y 
d 
\ průmět na 
P(x,y,z) 
pohled ve směru osy x 
průmětna 
yp 
d 
Každá rovinná proj ekce může být reprezentována p ř i  použ i t í  
homogenních souřadni c  pomo cí matice 4 x 4 ,  což j e  výhodné 
vzhl edem ke s t e j né repre zentaci trans formačních ope r ac í ,  t j . 
>perace trans formace a proj ekce může být reprezentována pomo c í  
edné mat i ce . 
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Pro perspektivní pro j ekci,  j e-li průmě tna ve vzdáleno s t i  
z = d v s ouř adném sys tému pozorovatele , plat í : 
xp = 
d 
x 
z 
Jednoduchou úpr avou dos táváme 
x x d = Z[d -z 
yp 
d 
y 
z 
= L d - Y z Z[d 
Vzdálenos t d j e  v pods tatě vlas tně měřítkovým faktorem ,  který j e  
aplikován na s ouřadnice x a y .  Dě lení hodnotou souřadnice p p 
z způs obí , že obj ekty vzdáleněj š í  s e  zobrazí menš í než obj ekty 
v popředí . Poznamenejme ,  že hodnoty z mus e j � být různé od nuly 
a obe cně bod může být za,  resp . před průmě tnou , a t edy i za 
pozorovate lem ( body za pozorovatelem j e  nutné vhodně odř í znout 
pomoc í  pos tupu , který se nazývá oře závání ) .  
Uvedená perspekt ivní transformace může být vyj ádřena mat i c í : 
Někdy j e  
M per 
vhodně j š í  
M per 
tvar : 
= 
1 
O 
O 
O 
d 
O 
O 
O 
O 
1 
O 
O 
O 
d 
O 
O 
O 
O 
1 
l id 
O 
O 
d 
1 
O 
O 
O 
O ' 
O 
O 
O 
O 
Vynásobíme - l i  mati c i  proj ekce M souřadni cemi bodu P ,  t j . per 
p ' = Mper . p 
kde T P = [ x , y , z , l ]  
repre zentován vektorem 
souřadnicích ,  kde 
[ X , Y Z , W 
pak dos taneme bod 
T p ' = [ X , Y , Z , W ] 
] T = [ x , y , Z , z /d 
a po vydě lení hodnotou W ( což j e  z/d ) 
v třírozměrném pros toru 
[ X/w , Y /W , Z /w , 1 ] T = [ x , yp , Z P p 
= [ x / ( z / d )  , y / ( z /d )  , d , 1 ] T 
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, 
P ' , 
v 
] T 
který j e  
homogenních 
dos t áváme zpět 
1 ] T 
což j e  výs ledek o čekávaný včetně změny hodnoty s ouřadnice z .  
V literatuře s e  vyskytuj e j e š tě alternativní definice 
perspekt ivní proj ekce , a to s rovinou proj ekce v bodě z = O 
a s tř edem promítání v bodě z = -d ( viz obr . 5 . 2 . 2 ) . Pak lze 
snadno analogi cky odvodit vztah pro transformaci 
xp = 
d 
j ednoduchou 
x = p z 
yp = z 
x 
z + d 
úpr avou 
x 
= 
+ d 
y 
= 
+ d 
Matice transformace 
1 
O 
M ' = per O 
O 
yp 
d 
pak dos táváme : 
x 
{ z /d ) + l 
y 
( z /d ) + l 
pak pro tento 
O O O 
1 O O 
O O O 
O l /d 1 
y 
z + d 
př ípad má tvar : 
\ 
Bod P repre zentovaný vektor em T j e  transformován p = [ x , y , z , l ]  na 
bod P ' repre zentovaný vektorem p ' T kde : = [ X , Y , Z , W ] , 
[ X , Y , Z , W ] T = [ x , y , O , z /d + l ] T 
= [ x / { z /d + 1 )  , y / { z/d + 1 )  , O , 1 ] T 
což j e  výs ledek opět očekávaný . 
Yv 
průmětna 
Yp 
P(x,y,Z) 
Zv = -d 
průmětna 
Á -=----+---� 
Zv = -d o 
alternativní definice perspektivní projekce 
Obr . 5 . 2 . 2  
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o 
P(x,y,Z) 
Paralelní proj ekce na průmětnu z = O j e  j ednoduchá , neboť 
souřadnice x,  y se nemění a souřadnice z j e  rovna nul e ,  tudí ž : 
M = par 
1 
° 
° 
° 
° 
1 
° 
O 
° 
° 
° 
° 
° 
° 
° 
1 
Bod P ur čený vektorem p = [ x , y , z , l ] T s e  promítne do bodu P ' , 
který j e  repre zentován vektorem p ' = [ x , y , O , l ] T , p ř i čemž p l at í ,  
že : 
x = x a p 
Uvažme nyní kosoúhlé promítání . 
y = y p 
Matice repre zentuj í cí 
proj ekci mus í být zapsána pomo cí výrazů závis e j í cí ch na 
parametre ch a a 1 ,  j ak j e  ukázáno na obr . S . 2 . 3 , kde j ednotková 
krychle j e  promítnuta do roviny xy . 
z 
y 
Obr . S . 2 . 3 
Je zře j mé , že bod P = ( 0 , 0 , 1 )  
P ' = ( l . cos a , l . s ina , O )  v rovině xy . 
procháze j íc í  body P a P '  definuj e úhel 
s e  
bod p' je projekcí 
bodu P(O,O,l) 
x 
promítne do bodu 
Pak zře j mě př ímka P P '  
proj ekce , viz obr . S . 2 . 4 . 
Obe cně bod ( x , y , z )  s e  při kosoúhlé proj ekci promítne do bodu 
v rovině xy se s ouřadni cemi ( x  , y  ) .  Pro rovni c i  př ímky v rovině p p 
plat í : 
y = k . x + q 
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y 
1 sina 
z 
P(Q,Q,l)  
1 cos a 
x 
Obr . 5 . 2 . 4 
Z rovnice pro x a y dos taneme ( viz obr . 5 . 2 . 5 ) : 
x = x + z . l . cos a p yp = y + z . l . s in a 
x = - Cl cosa) z + xp 
x 
Obr . 5 . 2 . 5  
Pak mat i ce reprezentuj ící kos oúhlou proj ekci má tvar : 
M 
1 O 1 .  cos a O 
O 1 1 .  s in a O = kos O O O O 
O O O 1 
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------------------------------------------------------------- -
Pro proj ekci typu kaval ier j e  1 = 1 a úhe l  � = 4 5 0 • Pro proj ekci 
typu kabinet pro 1 = 1 / 2  je úhe l  � = arctg ( 2 ) ,  t j . � = 6 3 . 4  o • 
Pro parale lní proj ekci j e  1 = O a a = 9 0  I t akže s e  r edukuj e 
na Mpar 
y 
B D A = (u,c,v) H,L 
c+v B = (u,c+v,w) 
stěna panel D = (u+v,c+v,w-v) 
E = (u+v,c+v,w-v) 
O,K 
c A E 
2R R u u+v 
X 
-c 
Obr . s . 2 . 6 
p růmětna 
x 
Obr . s . 2 . 7 
- 5 0  -
Př íklad 
Vytvořte program s imuluj ící perspektivní pohle d  ř idiče 
j edoucího podél rovné s ilnice . Pro j ednoduchos t  umís t íme ř idiče 
do počátku s ouřadného systému a tvar s ilnice j e  na 
obr . 5 . 2 . 6 - 5 . 2 . 7 . Výs ledný pohled j e  pak na obr . 5 . 2 . 8 .  
Ur čete hodnoty souř adnic pro r�zné hodnoty R , u , v , c , ( z-v ) , d  
a výs l e dný obrázek vykreslete . 
L' D' 
K' 
A' E' 
Výs ledný pohled ř idiče 
Obr . 5 . 2 . 8 
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5 . 3 Perspektivní pohled na scénu 
V mnoha apl ikací ch j e  žádoucí mít možnos t perspektivního 
pohledu na s cénu z ur čitého zadaného bodu Q , ve kt e rém s e  
nachází pozorovate l ,  viz obr . 5 . 3 . 1 .  
z z 
z' 
x' 
... -............... .. 
........................ xq -----............ xq 
---- .. .. -.. 
x 
Budeme- l i  
pohledová 
obr . 5 . 3 . 4 . 
y x y 
Obr . 5 . 3 . 1 .  Obr . 5 . 3 . 2 
pozorovat tuto s cénu z bodu Q ( x  , y  , z  ) ,  pak bude q q q 
o s a  ze směřovat do počátku souřadného sys tému , viz 
Ni cméně j e  s tále j eště j eden s tupeň volno s t i  při 
spe cifikaci trans formací , neboť lze libovolně ur č i t  pootočení 
okolo osy ze . Položme tedy dodate čný požadavek , aby osa ze 
ležela v rovině rovnoběžné s původní rovinou x = y ,  t j . z = O .  
Pohledová trans formace může být rozložena na nás l e duj í c í  
kroky takto : 
- posuv vš e ch bodů ve s céně tak ,  aby bod Q byl ztotožněn 
s počátkem, viz obr . 5 . 3 . 1 .  Operace posuvu j e  reprezentována 
mati c í  T 
1 O O -x q 
O 1 O -y 
T q O O 1 - z  q 
O O O 1 
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- změna or ientace souřadného sys tému tak ,  aby byl l evotoči vý . 
Obe cně by bylo možné změnit orientaci j edné osy , avš ak 
vhodným přeuspořádáním, viz obr . 5 . 3 . 2 , uš e tř íme operace 
rotace . Tato změna or ientace může pak být definována pomo cí 
mat i ce Z 
- 1  O O 
O O - 1  
Z = O 1 O 
O O O 
z 
Zq 
Ye 
x 
Obr . 5 . 3 . 3  
O 
O 
O 
1 
Y x 
Xq 
z 
Zq 
, 
, 
\ /1 .............. \/ ... : ........ \. : ............... ... :i ..... ... ... 
Obr . 5 . 3 . 4 
Y 
- rotace okolo osy Ye o úhe l 11 tak ,  že osa ze protíná osu z 
původního souřadného sys tému ,  viz obr . 5 . 3 . 3 .  Tato operace j e  
definována mat i c í  R ( 11 ) x z e e 
cos 11 O -sin 11 O 
O 1 O O 
R ( 11 ) = s in x z 11 O cos 11 O e e 
O O O 1 
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kde : cos ť}- = s in ť}- = 
Zde j e  nezbytné upozornit na polohu znaménka minus , která j e  
zdánl ivě v rozporu s kap . 4 . 3 .  Je nutné s i  uvědomit ,  že j de 
o rotaci v levotočivém souřadném sys tému , a tedy mat i ce 
rotace mus í být transformovány . 
- rotace okolo osy x o úhe l IP tak, aby osa z směř ovala do e e 
po čátku původního souřadného sys tému , viz · obr . 5 . 3 . 4 . Ope r a ce 
rotace j e  ur čena maticí R ( IP )  zeYe 
1 O 
O cos 
R ( IP )  O -sin zeYe 
O O 
kde : cos IP 
IP 
IP 
2 z q 
O 
s in 
cos 
O 
IP 
IP 
O 
O 
O 
1 
s in IP 
z q 
perspektivní transformace dané s cény , neboť j e  nezby tné 
použí t  transformaci respektuj ící per spektivní pohl e d . Pro 
j ednoducho s t  budeme předpokládat , že ' ne bude do cházet 
k nežádoucím 
budou před 
př edpokladů 
efektům a že všechny body zobrazované s cény 
pozorovatelem . V př ípadě nesplnění t ě chto 
j e  nezbytné použít oře závání v třírozměrném 
pros toru, viz kap . 6 . l 2 ,  s ur čením " pohledové pyramidy " . 
Označíme - l i  d vzdáleno s t  průmě tny od pozorovate l e ,  
proj ekce definována maticí M per 
1 O O O 
O 1 O O 
M O O 1 O per 
O O l id O 
Pak ce lková matice trans formace W j e  ur čena maticovým 
- 5 4  -
pak j e  
výrazem 
w = 
Obr . 5 . 3 . 5 
Mat i c e  transformace W mus í být apl i�ována na všechny 
s ouřadnice bodů v uvažované s céně . Označ íme - l i  X mat i c i ,  
j e j íž s l oup ce j s ou tvoř eny vektory souřadnic j ednotl ivých 
bodů, pak lze psát 
X '  = W X 
Pro demonstraci uvedeného problému ve změ te s ouř adnice vr cholů 
tělesa z obr . 3 . 1 0 . 1 a zobr azte j e  pro různé hodnoty polohy bodu 
Q při různých volbách vzdálenosti d proj ekční roviny od 
pozorovat e l e . 
Úloha 
Zobrazte krychl i v perspektivní proj ekci a měňte polohu 
pozorovatele tak ,  až se pos tupně dos tane te dovnitř krychl e . 
Získané výs ledky diskutuj te . 
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6 .  Ořezávání 
Velmi důležitou částí každého programového vybavení pro 
počítačovou grafiku je oře závání t ě ch čás t í  s cény , které j s ou 
mimo zobrazovací plochu . Ne j j ednoduš š ím př ípadem j e  ořezávání 
v dvourozměrném pros toru vůči obdélníku zobrazovac í  p l o chy .  
Tento př ípad j e  v praxi nej častě j š í ,  zej ména p ř i  zobrazování 
plošných obj ektů . 
6 . 1 Dvourozměrné ořezávání 
Na obr . 6 . 1 . 1 j s ou uvedeny některé s ituace , které mohou 
nas tat v př ípadě , kdy j e  zobrazovací plocha ohraničena 
obdé lníkem . Úkolem ořezávání j e  odř íznout ty čás t i  ús e ček,  které 
j s ou mimo obdé lník , t j . zobrazit j en ty čás t i , které j s ou uvnitř 
obdélníka < x .  , x  ) x < y .  , y  ) . mln max mln max 
j 
k 
h 
Ymax 
i 
g 
f 
e e' ď 
m 
c 
Ymin 
q 
n 
Kmín 
Obr . 6 .  1 ,. 1 
d 1 
r 
Vzhledem k tomu , že operace oře závání s e  používá ve lmi často , j e  
nutné , aby přís lušný algoritmus ve lmi rychle rozhodl , zda j e  
část úse čky uvnitř obdé lníka , a ur čil přís lušné koncové body . 
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6 . 2 Cohen - Suther landův a lgor i tmus 
Algor i tmus těži -předevšim z j ednoduchého způsobu zakódováni 
j ednot l ivých možnos t i  tak, aby j ednotl ivé př ipady mohly být 
snadno rozlišeny . Algor i tmus začiná vždy ur čenim č tyřbitového 
kódu pro každý koncový bod zkoumané úse čky , a to t ak ,  že s tavové 
s lovo p ř i s luš e j i c i  danému bodu nabývá hodnoty podle obr . 6 . 2 . 1 ,  
kde hodnota 1 označuj e hodnotu TRUE . 
1 0 0  1 1 O O O 1 O 1 O 
O O O 1 O O O O O O 1 O 
O 1 O 1 O 1 O O O 1 1 O 
Obr . 6 . 2 . 1 
Podle polohy bodu vůči obdélniku oře záváni nabývaj i j ednot l ivé 
bity s tavového s l ova nás leduj icich hodnot ( bity č i s l ovány zprava 
doleva ) : 
bit O 
bit 1 
bit 2 
bit 3 
bod 
bod 
bod 
bod 
j e  
j e  
j e  
j e  
\ 
vlevo od obdé lnika 
vpravo od obdé lnika 
pod obdé lnikem 
nad obdé lnikem 
V př ipadě , že 
i-tého bitu,  
daný programovaci j azyk nemá možnos t  nas t aveni 
lze nas taveni j ednotl ivých bitů prové s t  pomo c i  
operace s č i táni ,  a to : 
i f  x < x min then S 
- 1 
e l se i f  x > x then S - 2 max 
e l se S - O ;  
i f  y < Ymin then S 
- S + 4 
e l se i f  y > Ymax then S 
- S + 8 ' , 
Pro danou úse čku s koncovými body X l  a x2 označme S l s tavové 
slovo p ř i s luš e j i c i  bodu X l  a S 2 s tavové s l ovo p ř i s luš e j i c i  bodu 
x2 . Je z ř e j mé ,  že pokud S l = O a zároveň S 2 - O ,  j e  daná úse čka 
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zcela uvnitř daného obdélníka . Maj í-li s tavová s l ova S l a S 2 
takovou hodnotu, že některý bit j e  v obou př ípade ch různý od 
nuly , pak daná ús e čka nebude procháze t daným obdélníkem , neboť 
bude celá nad obdélníkem ( nebo pod ním , vlevo nebo vpravo od 
něho ) . Uvedený způs ob kódování umožňuj e rychlé ur čení t akových 
případů, kdy j e  úse čka zcela vně a bude tedy vypuš těna , anebo j e  
zcela uvnitř a není nutné počítat průse číky s hranicí okna . 
V př ípadě , že nenas tává ani j edna z výš e uvedených s i tuací ,  
j e  nutné naj í t  průse č ík s přís lušnou hranou obdé lníka , p ř i čemž 
souřadnice průs e č íku s e  ur čí takto 
( x min k x min - x 1 ) 
+ Y 1 ) , j e- l i  bod vlevo , k * (X) 
( x k ( x l - x ) 
+ Y 1 ) j e- l i  bod vpravo , k * (X) max max 
( q ( Y 1 - Ymax ) 
+ x l Ymax ) j e- l i  bod nad , q * (X) 
( q ( Ymin - Y 1 ) + x l , Ymin ) , j e- l i  bod pod , q * (X) 
kde 
Y2 - Y 1 k 
x2 - x l 
resp . 
x2 - x 1 q = 
Y2 - Y 1 
Celý Cohen- Sutherlandův algori tmus může být realizován např . 
algor i tmem 6 . 2 . 1 .  Pro j ednoduchost algor itmu j s ou zavedeny 
operátory land a lor pracuj ící s j ednotl ivými bity j e j i ch 
celočíse lných operandů j ako s logi ckými proměnnym l ,  p ř i č emž 
výs ledek j e  ukládán opě t  do odpovídaj ících bitů c e l o č í s e lného 
výs ledku . V Turbo Pas calu l ze snadno použít p ř ímo oper átory 
and a or . 
var xmin , xmax , ymin , ymax : real ; 
{ globální pr oměnné ur čuj ící velikos t  vyre zu } 
procedure CL I P  ( x l  , y 1  , x2 , y2 : real ) ;  
label 9 9 ;  
var x ,  y :  real ; 
c ,  c l ,  c 2 : integer ; 
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procedure CODE ( x ,  y :  real ; var c :  integer ) ;  
begin c :  = 0 ;  
i f  x < xmin then c : = l  
e l se i f  x > xmax then c : = 2 ;  
i f  y < ymin then c : = c+4 
e l se i f  y > ymax then c : =c+8  
end { CODE } ;  
begin 
CODE ( x  1 ,  Y 1 ,  c l ) ; 
CODE ( x2 , y 2 , c 2 ) ;  
{ z j iš tění s tavového slova } 
i f  ( c l  land c 2  ) = O then 
begin { úse čka může procháze t obdélníkem } 
i f  ( c l  lor c 2  ) < >  O then 
{ úse čka neleží celá v obdé lníku } 
repeat 
if c l  = O then c : =  c2 e l se c : =  c l ;  
{ operátory land , lor provádě j í  operace and , o r  } 
{ nad vš emi bity typu integer ; výs ledek j e  opě t } 
{ typu integer - v T-PASCALU lze použít and , or } 
i f  ( c  land 1 )  < >  O then { bod j e  vlevo } 
begin y : =  y l + ( xmin-x l ) * ( y2-y l ) / ( x2-x l ) ;  
x : =xmin 
end 
e l se if ( c  land 2 )  < >  O then { bod j e  vpr avo } 
begin y : =y l+ ( xmax-x l ) * ( y2-y l ) / ( x2-x l ) ;  
x : =xmax 
end 
e l se i f  ( c  land 4 )  < >  O then { bod j e  pod } 
begin y : =ymin ; 
. 
x : =x l+ ( ymin-y l ) * ( x2-x l ) / ( y2 -y l ) 
end 
e l se if ( c  land 8 )  < >  O then { bod j e  nad } 
begin y : =ymax ; 
x : =x l+ ( ymax-y l ) * ( x2 -x l ) / ( y2 -y l ) 
end ; 
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9 9 :  
i f  c = c l  then 
begin x 1 : =X i  y 1 : =Y i CODE ( x 1 , y 1 , c 1 ) end 
e l se 
begin x2 : =X i y2 : =Y i CODE ( x2 , y2 , c 2 ) end i 
i f  ( c l land c 2 ) < >  O then go to 9 9  
unti l  ( c l lor c 2 ) = O i  
LINE ( x 1 , y 1 , x2 , y2 )  
end i 
end { kone c pro cedury CLI P  } i  
Algori tmus 6 . 2 . 1 
Nevýhodou Cohen- Sutherlandova algoritmu j e  nutnos t  používání 
repre zentace čísel s pohyblivou řádovou čárkou včetně operací 
násobení a dě lení , viz např . [ 44 ] . 
Vzhledem k tomu ,  že s e  oře závání velmi často používá 
v pos loupno s t i  operací až těsně před vlas tním zobrazením na 
daném zař ízení , kde j sou souřadnice ur čené v c e l o č í s e lné 
reprezentaci , 
algoritmus . 
lze pro tento př ípad spe cifikovat s p e c iální 
d 
c 
a a' 
b' 
b 
Obr . 6 . 3 . 1 
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6 . 3 Ořezávání půlením 
Algoritmus oře závání půlením j e  založen na p r in cipu půlení 
intervalu , který se čas to používá např . při ř e š ení ne l ineárních 
rovni c .  Pro zrychlení celého procesu s e  mus í opět co nej rychle j i  
zj i s t i t , zda kre s lená úse čka j e  zcela uvnitř č i  zcela vně daného 
obdélníka . K tomu s e  využij e analogický pos tup j ako 
u Cohen- Suther l andova algor itmu .  
Oře závání půlením j e  výhodné zej ména z toho důvodu , že 
nevyžaduj e nás obení a dělen í ,  neboť dělení dvěma lze real izovat 
pomo c í  operace posuvu vpravo . Při programové realizaci j e  tento 
algor i tmus pomale j š í  než předchozí , avš ak při hardwar ové 
realizaci j e  nepoměrně rychle j š í .  Je nutné poznamenat , že l z e  
použít repre zentace s pevnou desetinnou te čkou nebo reprezentace 
s pohybl ivou ř ádovou te čkou . Počet binárních míst m 
repre zentuj í c í  de s e tinnou část mus í být alespoň tak ve lký , že : 
2m > max { nx , ny } ,  
kde nx , r e s p . ny j e  rozlišovací s chopnost ve směru osy x ,  r e s p . 
osy y .  
Z důvodu názorno s t i  algor i tmu j e  zaved�n fiktivní datový typ 
f ixed m, který repre zentuj e hodnoty v pevné ř ádové čár ce o m 
de setinných mís t e ch .  Při skute čné realizaci s e  pak použ i j e 
reprezentace celočíselná s hodnotami vynásobenými konstan tou 2m , 
tj . posunut í  o m mís t vlevo . 
{ xmin , xmax , ymin , ymax - kons tanty ur čuj ící velikos t  výře zu } 
procedure MIDCL I P  ( xa , ya , xb , yb : integer ) i 
{ xa , ya , xb , yb - koncové body ús e čky } 
label 9 i  
const m = 1 0 i  
var x ,  y ,  x l ,  y l ,  x2 , y 2 ,  c ,  c l ,  c 2 :  f ixed m i  
{ definice proměnných s pevnou řádovou čárkou } 
procedure CODE ( x ,  y :  fixed m i  var c :  integer ) i  
begin c :  = O i  
i f  x < xmin then c : = l  
e l se i f  x > xmax then c : = 2 i  
i f  y < ymin then c : =c+4 
e l se if y > ymax then c : =c+8 
end { CODE } i 
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procedure INTER ( x l  , y l  , x2  , y2 : fixed m i  { kra j ní body } 
var x , y :  f ixed m { průs e č ík } ) i  
{ výpo čet průs e č íku s obdélníkem, bod ( x l , y l )  } 
{ j e  uvnitř , bod ( x2 , y2 ) j e  vně } 
var c :  integer i 
begin 
whi l e  ( abs ( x2 -x l ) > 2-m ) or ( abs ( y2 -yl ) > 2 -m ) do 
begin 
x ( x l +x 2 ) / 2 i  { real izovat pomo cí posuvu vpravo } 
y ( y l +y 2 ) / 2 i  { nalezení střední hodnoty } 
cODE ( X , y , C ) i  
if  c 
end i 
x x l i 
Y y l  
= O 
end { INTER } i 
begin 
then 
e l se 
begin 
begin 
x l  : = xa i x2 : = xb i 
x l  - X i  y l  - Y end 
x2 - X i  y2 - Y end 
y l  : =  ya i y2 : =  yb i { de setinná část reprezentována m bity } 
CO DE ( x l , y l , c l ) i  cODE ( x2 , y2 , c 2 ) i  
whi l e  not « c l  land c 2  ) < >  O )  do 
begin 
if ( c l  lor c2 ) = 0  then { celá ús e čka j e  uvnitř } 
begin 
LINE ( xa , ya, xb, yb ) i  go to 9 
end i 
{ nalezení průse číku s obdé lníkem } 
i f  c l  = O then { bod ( x l , y l )  j e  uvnitř } 
begin 
INTER ( x l , y l , x2 , y2 , x , y ) i 
LINE ( xa , ya , x , y ) i  go to 9 
end i 
i f  c 2  = O then { bod ( x2 , y2 ) j e  uvnitř } 
begin 
INTER ( x 2 , y2 , x l , y l , x , Y ) i  
LINE ( x , y , xb , yb ) i 
end i 
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go to 9 
x : = ( x 1 +x2 ) / 2 ;  y : = ( y 1 +y2 ) / 2 ;  
CODE ( x ,  y ,  c )  ; 
i f  c = O then { bod ( x , y )  uvnitř } 
begin 
INTER ( x , y , x 1 , y 1 , x 1 , y 1 ) ;  
INTER ( x , y , x 2 , y2 , x 2 , y2 ) ;  
LINE ( x 1 , y 1 , x 2 , y2 ) ;  
go to 9 
end ; 
{ bod x není uvnitř } 
i f  ( c l  land c ) < >  O then { ( x 1 , y 1 )  , ( x , y )  není vidět } 
begin x l  : =  x ;  y 1 : =  y ;  c 1 : =  c end 
e l se { čás t ( x , y )  , ( x2 , y2 ) není vidě t } 
begin x2 : =  x ;  y2 : =  y ;  c2  c end 
i f  ( abs ( x 2-x 1 ) < =  2-m ) and ( abs ( y2-y 1 ) ( =  2-m ) then 
go to 9 
{ odstranění cyklu pro ús e čku ( 4 , 6 ) ,  ( 6 , 4 ) , j e- l i  obdé lník } 
{ < 5 , 5 >  x < 1 0 , 1 0 > , viz obr . 6 . 3 . 1 - úse čka LN } 
end { while } ;  
9 :  end { MIDCL I P  } 
Algoritmus 6 . 3 . 1 
6 . 4 Algo r itmus Liang-Bar ského 
Ke Cohen- Sutherlandovu algor itmu navrhl i Liang a Barsky 
[ 8 5 ] ,  [ 8 6 ]  alternativní algor itmus , který vychází 
z parame t r i ckého vyj ádření oře závané ús e čky , a to : 
x ( t )  = x + ( x  - x ) . t  r s r t E < O , l >  
Algor itmus předpokládá , že daná ús e čka bude pos tupně oře závána 
vzhledem k j ednot l ivým polorovinám , tj . uvažuj í se pos tupně j en 
ty čás t i  ús e čky , které leží ve vyšrafované polorovině , viz 
obr . 6 .  4 . 1 .  
Rovnici l ze přepsat do tvaru 
x ( t )  - x r 
přičemž mus í  plat i t ,  že 
- x r 
X .  :5 x ( t )  :5 x mln max 
) . t 
pro hledaný interval t E < t l , t 2 > .  
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Ymax 
v 
p /  r 
Ymin 
Obr . 6 . 4 . 1 
Uvedenou vektorovou rovnici lze přepsat do tvaru 
k = 1 , 2 , 3 , 4 
kde : 
P l 
= -!J.x q 1 = x 
- x r min 
P 2 = !J.x q2 
= x - x max r 
P 3 = -!J.y q3 Yr - Ymin 
P4 !J.y q4 Ymax - Yr 
že pro svis lé či vodorovné úse čky j e  Nyní j e  zře j mé ,  pro některá 
k hodnota Pk = o .  Je-li navíc i hodnota qk < O pro toto k,  pak 
úse čku lze odmítnout , neboť leží vně uvažované poloroviny . Celý 
pos tup j e  realizován algor itmem 6 . 4 . 1 .  
Výhodou Liang-Bar ského algoritmu j e  nižší počet 
operacínásobení , dělení a též nezanedbate lná úspora vzniklá 
e l iminací kódování pozice koncových bodů ús e čky . 
Dosud uvedené algor i tmy oře závání j s ou ome zeny na o ř e závání 
obdé lníkem,  j ehož hrany j s ou rovnobě žné s osami s ouřadného 
systému . V te chni ckých aplikacích j e  však nutné oře závání vůči 
konvexnímu n-úhe lníku , což dosud uvedené algoritmy neumožňovaly . 
- 64 -
var xmin , xmax , ymin , ymax : real i 
procedure LIANG-BARSKY ( var xr , yr , XS , ys : real ) i  
var t l ,  t 2 ,  dx , dy : rea l i  
funct ion TEST ( p ,  q :  real i var t l ,  t 2 : real ) :  boolean i 
var r :  r ea 1 i  
begin 
TEST : = true i 
i f  p < O then 
begin r : = q / Pi 
i f  r > t 2  then TEST : = false 
end 
e l se 
e l se i f  r > t l  then t l  : =  r 
i f  p > O then 
begin 
end 
r : = q / P i 
i f  r < t l  then TEST : = false 
else i f  r < t 2  then t 2  r 
else { ús� čka j e  rovnoběžná k hraně P � O } 
i f  q < O then TEST : = false 
end { TEST } i 
begin 
t l  O i  t 2 : = l i  
dx xs - xr i 
i f  TEST ( -dx , xr -xmin , t l ,  t 2  ) then 
if TEST ( dx , �max-xr , t l ,  t 2  ) then 
begin dy : = ys - yr i 
i f  TEST ( -dy , yr-ymin , t l ,  t 2  ) then 
if TEST ( dy , ymax-yr , t l ,  t 2 ) then 
begin 
if t l  > O then 
begin xr . - xr + dx * t l i  
yr yr + dy * t l  
end i 
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end 
i f  t 2  < 1 then 
begin xs . xr + dx * t 2 i 
ys yr + dy * t 2  
end i 
L I NE ( xr , yr , XS , ys ) 
end 
end { L I ANG-BARSKY } i  
{ ( xr , yr ) ,  ( xs , ys )  j s ou koncové body oříznuté use čky } 
Algoritmus 6 . 4 . 1 
Pt 
Obr . 6 . S . 1 
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P2 
P" s 
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6 . 5  Ořezávání konvexním n-úhelníkem 
Předpokláde j me ,  že j e  dán konvexní n-úhe lník, a to 
s orientací ve směru nebo proti směru hodinových ruči ček, 
a uvažme různé s i tuace , které mohou nas tat , viz obr . 6 . s . 1 .  
Jednotl ivé průs e č íky přímky w ,  resp . ús e čky P P s konvexním r s 
n-úhe lníkem získáme řešením sous tavy l ineárních r ovn i c ,  neboť 
pro ořezávanou ús e čku platí rovnice 
x ( q ) = x + ( x  - x ) . q r s r 
a pro hrany n-úhe lníka platí 
x ( p )  = x .  1 
i 
q e < O , l >  
p p e < O , 1 ) 
O , 1 , n- 1 
kde operátor + ( u indexů ) značí s čítání modulo n .  
Z důvodů j ednoznačnos t i ,  abychom v př ípadě průchodu p ř ímky 
vr cholem oblas t i  měl i  pouze j eden průs e čík, j e  definiční 
interval pro parame tr p polouzavřený . Vlas tní algor itmus j e  
založen na tom , že konvexní n-úhelník může mít ne j výš e dva 
průs e č íky s př ímkou w ( s  výj imkou totožno s t i  s hranou ) ,  viz 
obr . 6 . s . 1 .  Ne j dř íve s e  naleznou hodnoty parametru q odpovídaj í c í  
průs e číkům př ímky s konvexním n-úhelníkem ( označené t . ) a poté 1 
s e  ur čí spole čná čás t takto získané ús e čky s úse čkou P r P s . 
Hodnoty t l ' t 2 z ískané algor itmem j e  nutné dosadit do p ř í s lušné 
rovnice pro x (  q ) ,  abychom obdr želi souřadnice x, y koncových 
bodů oříznuté ús e čky .  
Vl as tní algor itmus byl čás t e čně zj ednoduš e n ,  neboť 
předpokládá, že neexis tuj í dvě hrany n-úhe lníka takové , které by 
ležely na spole čné přímce . V př ípadě , že tato možnos t  může 
nas tat , j e  nutné podmínku označenou � redukovat j enom na 
podmínku i > n a s ekvenci označenou ( j e  nutné nahradit s ekvencí 
j inou , viz algoritmus 6 . 5 . 2 .  
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var i ,  j ,  k :  integer ; 
t :  array [ 1 .  . 2 ] of real ; 
begin 
j - O ;  i - O ;  k - n - 1 ;  
repeat 
i f  exis tuj e průs e čík hr any xkxi a př ímky w ( q ) t ak ,  
ž e  p E < 0 , 1 )  then 
begin j : = j + l ;  
end 
else 
t [ j ] : =q { uložení hodnoty q } 
i f  hrana xkxi leží na w ( q ) then 
begin { s ekvence ( } 
t [ l ] : =hodnota q odpovídaj ící vr cholu xk ; 
k 
t [ 2 ] : =hodnota q odpovídaj ící vr cholu 
j : = 2 { kone c s ekvence ( } 
end ; 
i ;  i i + 1 
unt i l  ( j = 2 ) or ( i > n ) ;  { podmínka � } 
i f  j < >  O then 
X .  ; 1 
begin i f  j = 1 then t [ 2 ] : =t [ 1 ]  { př ímka ' w ( q ) s e  dotýká } 
e l se i f  t [ l ]  > t [ 2 ]  then t [ l ]  swap t [ 2 ] ;  
t [ l ]  : =  max ( 0 . 0 ,  t [ l ]  ) ;  { maximální hodnota } 
t [ 2 ]  : =  min ( 1 . 0 , t [ 2 ]  ) ;  { minimální hodnota } 
i f  t [ l ]  � t [ 2 ]  then LINE ( x ( t [ l ] )  , x ( t [ 2 ] ) ) 
end 
end ; 
Algor i tmus . 6 . S . l  
i f  j = O then begin t [ l ]  : =  q [ l ] ;  t [ 2 ]  : =  q [ 2 ]  end 
e l se begin if t [ l ]  > t [ 2 ]  then t [ l ]  swap t [ 2 ]  ; 
i f  q [ l ]  > q [ 2 ]  then q [ l ]  swap q [ 2 ]  ; 
t [ l ]  - min ( q [ l ]  , t [ l ]  ) ; 
t [ 2 ]  - max ( q [ 2 ]  , t [ 2 ]  ) 
end ; 
{ operátor swap real izuj e vzáj emnou výměnu hodnot 
Algoritmus 6 . S . 2 
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} 
6 . 6 Cyrus-Beckův a lgor i tmus pro ořezávání konvexním n-úhelníkem 
Cyrus -Be ckův algoritmus ' j e  založen na znalo s t i  normál hran 
konvexního n-úhe lníka a j e j i ch or ientace . Je známo , že p ř ímka 
může protínat hranice konvexního n-úhelníka nej výš e ve dvou 
bode ch . Vyj ádř íme-li úse čku z bodu P o souřadnicích x do bodu r r 
p o souřadni c í ch x parame tricky , dos táváme s s 
x ( t )  = x + ( x - xt r s 
nebo po rozepsání : 
x ( t )  = x + ( x - x r s r 
y ( t )  = Yr + ( Ys - Yr 
Obr . 6 . 6 . 1 
) t 
) t 
) t 
/ 
/ 
/ 
/ 
e ·  
I 
O 
O 
:5 t 
:5 t 
Obr . 6 . 6 . 2 
:5 1 
:5 1 
Uvažuj eme - l i  obe cný konvexní n-úhelník , např . viz obr . 6 .  6 . 1 ,  
vidíme , že s e  celý problém redukuj e na nale zení dvou hran 
konvexní oblas t i , které daná úsečka , resp . přímka , protín á ,  a na 
ur čení souřadni c průse číků . 
Je-li e .  J.. or ientovaná hrana konvexního n-úhe lníka , y .  bod této J.. 
hrany a n .  normála této J.. 
x ( t )  - y .  lze ur čit pomo cí J.. 
viz obr . 6 . 6 . 2 , a to 
hr any , pak směr výs ledného vektoru 
znaménka výs ledku skalárního s oučinu, 
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j e- l i  
j e- l i  
j e- l i  
n .  1 
n .  1 
n .  1 
[ x ( t ) -y .  ] < O , pak vektor x ( t ) -y .  směřuj e ven 1 1 
Z konvexní oblas t i ,  
[ x ( t ) -Yi ] = O , pak vektor x ( t ) -Yi j e  kolmý na 
normálu, 
[ x ( t ) -y .  ] > O , pak vektor x ( t ) -y .  směřuj e 1 1 
dovnitř konvexní oblas t i . 
Dos adíme- l i  za x ( t ) ,  pak dos táváme výraz 
n .  [ x + ( 1 r 
j ako podmínku pro bod 
n .  [ x - y .  1 r 1 
Označíme- l i  
x - x ) t - y .  s r 1 
průs e č íku s hranou , 
] + n .  [ x - x 1 S 
w .  = x - y .  1 r 1 
r 
] = O 
t j : 
] t O 
pak d ur čuj e směr ús e čky xrxs zatímco vektor wi j e  úměrný 
vzdáleno s t i  po čáte čního bodu od hranice obrysu . Lze tedy p s át 
t . n . . d + w .  
a tedy 
t 
V př ípadě , že 
Je- l i :  
w .  1 
1 1 
w .  n .  1 1 
n .  d 1 
d = O , j e  
{ < O n .  = O 1 > O 
n .  = O 1 
, j e-li 
ús e čka x r 
, bod j e  
bod j e  
, bod j e  
x 
d :# O a i = 1 ,  2 ,  
nulové dé lky . s 
vně oblas t i  
na hranici oblas t i  
uvnitř oblas t i  
, n  
Je zře j mé , že budeme uvažovat j en ty průs e číky , pro které bude 
plati t , že t E < O , 1 > .  Celý algoritmus j e  pak znázorněn na 
obr . 6 . 6 . 3 .  
Nevýhodou uvedeného algoritmu j e  nutnos t  výpočtu normálového 
vektoru pro každou hranu dané oblas ti v závis l o s t i  na or ientaci 
konvexního n-úhe lníka repre zentuj ícího danou oblas t ,  podrobně 
viz [ 1 0 9 ] .  Algoritmy založené na j iných přís tup e ch l z e  nalézt 
např . v [ 8 0 ] ,  [ 9 5 ] . 
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začátek 
1 
inicializace proměnných 1 
t . = o ,· t . - 1 min · 1 max 
i : =  1 
�--------------------�l 
1 
t : = -
1 
F 
d . ni > 
tmaX I � 
min { t 
i 
w .  n .  1 1 
d . n .  1 
d . n .  = ° 1 
o � 
tmax } 
tmin : � max
( t 
) ( 
i : = i + 1 
, t 
1 
> počet kre s lených 
1+ 
tmax � t min 
1+ 
kre s l i  ús e čku z 
+ 
min } 
hran 
x ( tmin ) do x ( tmax ) 
w .  1 
1f--------.J 
konec 
Obr . 6 . 6 . 3 
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6 . 7  Ořezávání nekonvexním n-úhelníkem 
Algor itmus pro oře závání nekonvexním n-úhe lníkem j e  založen 
na parame t r i ckém vyj ádření ús e ček . Oproti algor i tmu , který byl 
uveden v kap . 6 . S ,  však mus í být řešeny j is té s p e ciální p ř ípady . 
Uvažme s ituaci na obr . 6 . 7 . l a někol ik možných p ř ípadů oře závání . 
w "  
" 
� 
Obr . 6 . 7 . I 
Předpokláde j me ,  že hrany nekonvexního n-úhelníka j sou opět dány 
ve směru anebo proti směru hodinových ručiček a že s e  vzáj emně 
neprotínaj í .  
Pro j ednoducho s t  předpokláde j me :  
- pouze hrany sousední maj í společný bod ,  
sousední hr any neleží na společné přímce , 
vr choly j s ou navzáj em různé . 
Dále uvedený algor itmus lze modifikovat i pro n-úhe lníky 
nesplňuj í c í  výše uvedené předpoklady . 
Označme x ( q ) s ouřadni ce bodů př ímky w a vyj ádřeme j e  
parame t r i cky j ako 
x ( q ) = x r + ( x s - x r ) . q q E ( -(X) , (X) ) 
a souřadnice bodů x ( p )  každé hrany n-úhelníka j ako 
x ( p ) = x .  1 P. E < O , I ) 
i = O , I , . . .  , n- I 
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Budeme zatím hledat průs e č íky hran n-úhe lníka s p ř ímkou w,  
na které l e ž í  oře závaná úse čka P P . Je nutné poznamenat , že r s 
operace + u indexů značí operaci modulo n .  
Kromě průs e č íku př ímky s hranou mus íme rozlišit p ř ípady , kdy 
hrana n-úhe lníka leží na přímce w ( q )  a kdy př ímka w ( q )  prochází 
vrcholem . Při průchodu př ímky w ( q )  vr cholem mohou nas tat 
nás leduj ící př ípady : 
[ S l x s 2 l z ' [ s 3 x s 2 l z > O S l x s 2 l z ' [ s 3 x s 2 l z < O 
a )  
w ( q )  Pk+ 1 
" průchod " 
Pk- l� P� l 
b )  
Pk w ( q )  
" dotyk " 
kde + v indexe ch značí součet modulo n 
v indexe ch značí rozdíl modulo n 
a S = x - x 2 s r 
Obr . 6 . 7 . 2 
V př ípadě ad a )  s e  generuj e pouze j eden průs e čík, zatímco 
v př ípadě ad b )  s e  generuj í dva totožné body . V obou p ř ípade ch 
se průs e č íky považuj í z hlediska dalš ího zpracování za průs e číky 
s hranou . Ve skut e čnos t i  s e  generuj í pouze hodnoty parame tru q ,  
které odpovídaj í poloze bodu Pk na přímce w ( q ) . 
V př ípadě , že na přímce w (  q )  leží některá hran a ,  mohou 
nas tat s i tuace , které j s ou znázorněny na obr . 6 .  7 . 3 .  V t ě chto 
případech není možné ihned rozhodnout , j aké hodnoty parametru q 
maj í být generovány . Z tohoto důvodu mus í  být generován 
spe ciální atribut parametru q ,  který j e  ur čen znaménkem 
souřadnice z vektorového součinu vektorů s l a s 2 ' resp . s 3 a s 2 ' 
Průs e č ík bude ur čen nej en hodnotou q ,  ale též hodnotou atr ibutu , 
který j e  dán j ako 
• ( mezer a )  pro průs e č ík s hranou 
+ nebo znaménkem z-ové souřadnice vektorového s oučinu 
[ S l X s 2 1 z ' resp . [ s 3 x s 2
1 z pro " dotyk "  nebo " průchod " 
vr cholem . 
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Po nale zení v š e ch průs e číků, včetně ur čení j ej i ch atr i butů,  mus í 
být z ískaná množina hodnot q setř íděna opě t s polu s atr ibuty . 
V následuj í cím kroku j e  nutné prové s t  redukc i  získaných hodnot q 
podle tab . 6 . 7 . 1 .  Výs ledkem j e  pak množina dvo j i c  hodnot q ,  které 
ur čuj í ús eky př ímky w ( q )  a které leží uvnitř n-úhelníka . Pro 
ur čení ús eků úse čky P P ,  které leží uvnitř n-úhelníka , j e  nutné r s 
vyhodnot i t  průnik intervalu < 0 , 1 >  s j ednot l ivými intervaly , 
které j sou dány po sobě j doucími dvoj icemi hodnot q .  Celý pos tup 
může být realizován algor i tmem 6 . 7 . 1 .  
� p\l. ... -1 � PK ... '" 
7'1 .- 1�'f) q ct w(q,) - -
PI( Pk+A "'PK .. ��L 
Gy Cf w(<t) Cf q w(q.) � + .,. 
Obr . 6 . 7 . 3  
k : =n- 1 ;  i : = O ;  
s l : = xk - xk- 1 ; 
while i < n do 
x s Xr ; { s a x j s ou vektory } 
begin 
s 3 : =  xi - xk; { operace s vektory } 
Vypočti hodnotu ( q ) ; 
i f  vr chol xk leží na přímce w ( q )  
then 
begin 
if [ s 3 x s 2 ] z = O 
then { hrana xkxi leží na př ímce w ( q )  } 
Generuj ( q  s atributem s ign ( [ s l x s 2 ] z ) 
- 7 4  -
e l se i f  [ s l x s 2 ] z = O 
end 
e l se 
then { hrana xk- 1xk leží na přímce w ( q ) } 
Generuj ( q s atr ibutem s ign ( [ s 3 x s 2 ] z ) 
e l se if [ s l x s 2 ] z . [ s 3 x s 2 ] z < O 
then { typ dotyk } 
Generuj ( q , q s atributem ) 
e l se { typ průchod } 
Generuj ( q s atr ibutem ) 
i f  exis tuj e - l i  průs e čík př ímky w ( q ) s hr anou < Xk , Xi ) 
then Generuj ( q s atr ibutem ) i  
s l : =s 3 ; k : = i i  i : =i+ 1 
end i 
US PORADEJ VZESTUPNE ( získané hodnoty q ) i  
REDUKUJ ( hodnoty q podle tabulky ) i  
VYBER ( podin te rvaly j ako < qj , qj + 1 > n < 0 , 1 >  V j ) i  
Algoritmus 6 . 7 . 1 
atr ibuty 
q . qi + 1  qi+2 s i tuace č inno s t  1 
J ., 
f.-
ulož ( qi , qi+ 1 ) i  * 
,-
% ulOž ( qi , qi+ 2 ) i  + \í+ .l]? změň atribut q . 1 
+ + � I- + 1 
• 
ulož ( qi , qi+ 2 ) i  
� 1\. ulOž ( qi , qi+2 ) i  + /- + změň atribut q . 1 
f- ·u Z % ulOž ( qi , qi+ 2 ) i  • změň atr ibut q . 1 
\ ] ulOž ( qi , qi+2 ) i  + 
·v +\f 
.. 
změň atr ibut q . 1 
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i : = i + 2  
i : =i+2  
na + 
i : =i+ 3 
i : = i + 2  
n a  
i : = i + 2  
n a  -
i : = i + 2  
n a  
\. 
v: 
Z • 
S l· .J z_ + + 
Se � + + 
-\ +s 
.. 
+ 
+ li 
+ -\ 4� 
+ + * 
l :S ,. 
Z· -\ 
,. 
+ * 
l R· +\ • 
+ -(v .l I -Z 
L z� 
7- /-
Z- +� 
.. 
+ * 
* 
Z- !\ .. 
* znamená vše chny př ípady , t j . o + -
ulOž ( qi , qi+ 2 ) i  i : =i+ 3 
% ulOž ( qi , qi + 2 ) i  i : = i + 2  
změň atr ibut q . na + 1 
% ulOž ( qi , qi+ 2 ) i  i : = i+ 3  
% ulož ( qi , qi+ 2 ) i  i : = i + 2  
změň atribut q . na 1 
ulOž ( Qi , qi+ 1 ) i  i : =i+ 1 
změň atribut Q . na 1 
ulOž ( Qi , Qi+ 1 ) i  i : =i+2  
% ulOž ( Qi , Qi+2 ) i  i : = i + 2  
změň a·tribut Q . na -1 
% ulOž ( Qi , Qi+2 ) i  i : = i + 2  
změň atr ibut Q . na 1 
% ulož ( Qi , Qi+2 ) i  i : =i+ 3 
UloŽ ( Qi ' Qi+ 1 ) i i : =i+2  
ulOŽ ( Qi ' Qi+ 1 ) i i : =i+ 1 
změň atr ibut Q . na 1 
% př ípady ,  kdy s e  hrany nebo vr choly dotýkaj í ,  nebo s e  hrany 
protínaj í 
Tabulka 6 . 7 . 1 
Př íkaz pro výběr podintervalů může být real izován např . 
algor itmem 6 . 7 . 2 .  
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i :  = l i 
whi le i � počet průse č íků - 1 do 
begin i f  max ( O , qi ) � min ( 1 , qi+ 1 ) 
end i 
then ulož ( max ( O , qi ) , min ( 1 , qi+ 1 ) ) i  
i : =i+2  
Algor itmus 6 . 7 . 2 
Je zře j mé , 
z kap . 6 .  S ,  
k tornu , že 
že uvedený algoritmus j e  rozšířením algor i tmu 
p ř ičemž j e  nutné použit redukci a t řídění vzhledem 
n-úhe lník j e  nekonvexní ( podrobně viz [ 64 ] ,  [ 1 1 7 ] ) .  
Oy ie.n+ o.c.e 
____ .......... _-::::::=-_ 
v \e.vo 
\ - � 
" 
, 
\ 
\ 
\ 
I 
, 
I 
/ 
� (q) � / _---..AI!!!!::....-��------�:--+- - - - - - � - -", 
Obr . 6 . 8 . 1 
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6 . 8  Ořezávání nekonvexních oblastí 
Až dosud uváděné algor itmy umožňovaly ořezávání ús e ček či 
přímek vzhledem k n-úhelníkům , tj . vzhledem k oblas tem , j e j i chž 
hr anice byly tvořeny úse čkami . Nicméně exis tuj e poměrně š iroká 
tř ída úloh , kde j e  vhodné oře závat úse čky vůč i  oblas t i  
s hr ani cemi tvořenými oblouky . 
Předpokláde j me ,  že oblast j e  dána pos loupno s t í  vr cholů ve 
směru nebo proti směru hodinových ručiček . Není- l i  hrana 
l ineární , pak kromě poloměru a pozice s tředu oblouku j e  dána 
i informace o tom ,  která čás t kružnice ( pravá nebo l evá 
vzhledem k po čáte čnímu bodu kruhového oblouku ) má být vzata 
v úvahu . Pro z j ednodušení algoritmu uvažme nás leduj í c í  ome zení 
- vše chny vr choly maj í navzáj em různé souř adni ce , 
- žádný vr chol neleží na hraně nebo na kruhovém oblouku , 
- dvě hrany s e  nedotýkaj í ,  pokud nej sou sous ední , 
- dvě sousední hranice oblas t i ,  tj . hr any či oblouky , mohou mít 
pouze vr chol j ako spole čný bod . 
Na rozdíl od algoritmu z kap . 6 . 7 může mít př ímka v ( q )  s kruhovým 
obloukem dva průs e číky , což poněkud komplikuj e ř e š ení problému . 
Pos tup pro nale zení vš e ch průs e číků j e  obďobný, avš ak v p ř ípadě 
kruhového oblouku mus íme ř e š i t  nás leduj ící sous tavu rovni c  
vzhledem k proměnné q 
x ( q )  = x r + ( x - x s r ) . q 
( x - x ) 2 + ( y _ Y )
2 - r 2= O u u 
q E " ( -00 , +00 ) 
kde ( x  , y  ) j e  s tř e d  kružnice a r j e  j e j í  poloměr . u u 
Ře š ením obdr žíme kvadrati ckou rovnici pro q 
2 aq + bq + c = O 
kde a = ( x - x s r 
2 2 ) + ( y  - y ) s r 
b = 2 [ ( xr - xu ) · ( xs - xr ) + ( Yr - Yu ) .  ( Ys - Yr ) ]  
2 2 2 c = ( xr - xu ) + ( Yr - yu ) - r 
V př ípadě , že př ímka v ( q )  danou kružnici protíná nebo s e  j í  
dotýká , obdr žíme ř e š ením rovnice obe cně dva reálné kořeny , a to : 
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- b ± vl b2 - 4ac 
2 a 
Nyní j e  ne zbytné ur čit , které průs e číky leží na čás t i  kružnice 
tvoř í c í  hranici dané oblas t i . Pomo cí testu lze z j  isti t ,  zdali 
průs e čík leží vpravo či vlevo od spojnice počáte čního 
a koncového bodu kruhového oblouku . To znamená , že 
j e- l i  oblouk orientován doprava, bude bod x (  q . )  uvažován 1 
tehdy a j en tehdy , j e- l i  [ s l x s 2 ] z < O i= 1 , 2 
j e-li oblouk orientován doleva , bude bod x ( qi ) uvažován t ehdy 
a j en tehdy , j e- l i  i= l , 2 
při čemž s = x ( q . )  - x 2 1 k 
Je zře j mé ,  že opě t  mus í být řešeny spe ciální př ípady , kdy např . 
př ímka w ( q ) pro chází vr cholem xk . V tě chto př ípade ch budou 
vyhodno ceny vektory s l ' s 2 ' s 3 takto : 
- pro oblouk 
s tř e d  
pro hranu 
t j . s l 
- pro oblouk 
s tř e d  
pro hranu 
t j . s 3 
S = 1 
kružnice 
= 
s l = 
x -k 
S = 3 
kružnice 
s 3 = 
[ Yk - Yu , 
[ xk - xk- 1 
xk- 1 
[ Yk - Y w , 
xk - xk- 1 
xk - xk- 1 
x 
, 
x 
, 
- x u k ]
T 
Yk - Yk- l 
- x ] T w k 
Yk - Yk- 1 
, kde ( xu ' Yu ) j e  
] T 
, kde ( xw' Yw ) j e  
] T , 
kde s l a s 3 j s ou v př ípadě kruhových oblouků t e čnými vektory 
v bodě x . .  1 
Některé možné s i tuace j s ou uvedeny na obr . 6 . 8 . 2 a v tabul ce 
6 . 8 . 1 .  pak pravidla pro j ej ich vyhodno cení . Je- l i  oblouk 
orientován doprava , pak mus í být změněno znaménko s ouř adnice z 
přís lušného vektorového součinu . Pak můžeme definovat hodnoty 
proměnných a ,  b pomo cí s ekvencí : 
- 7 9  -
, 
x,,_-\ X )(_ " 
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a : = [ s l x s 2 ] z i 
if xk- 1xk j e  oblouk 
then i f  a = O 
then a : =  - s l · s 2 
Obr . 6 . 8 . 2 
e l se i f  orientace oblouku j e  doprava 
then a : =  -ai  
b : = [ s 3 x s 2 ] z i 
i f  xk- 1xk j e  oblouk 
then i f  b = O 
then b : =  - s 3 · s 2 
e l se i f  orientace oblouku j e  doprava 
then b : =  -bi  
Celý pos tup ořezávání ús e čky nekonvexní oblas t í  j e  možné 
realizovat nap ř . algor itmem 6 . 8 . 1 .  
- 8 1  -
s i tuace na typ 
[ s l x s 2 ] z [ s 3 x s 2 ] z obr . 6 . 8 . 2 dotyk/průchod 
< O < O a průchod 
< O > O b dotyk 
> O > O + a průchod 
> O < O + b dotyk 
< O = O c if -s 3 · s2 > 0  then průchod 
e l se dotyk 
> O = O d if -s 3 · s 2 > 0  then dotyk 
e l se průchod 
= O < O e if -s l · s2 > 0  then dotyk 
e 1 se průchod 
= O > O f if - s l · s2 > 0  then průchod 
else dotyk 
= O = O g i f  - s l . s 2 > 0  xor - s 3 · s 2 > 0  
then průchod e l se dotyk 
+ pro opačnou orientaci př ímky w ( q )  
Tabulka 6 . 8 . 1 
procedure Comp ( xA' xB : vector i var r :  rea1 i t :  boolean ) i  
begin 
if xAXB j e  l ineární 
then begin s : = xB - xAi r : = [ s x s 2
]
z end 
e l se 
T begin s : = [  Yk - Yw I Xw - xk ] i 
r : =  [ s x s2 ] z i 
if  r = O 
then i f  t then r : =  s . s 2 
e l se r : =  - s . s 2 
e 1 se i f  oblouk orientován doprava 
then r : =  -r 
end 
end { Comp } i 
{ tělo vlas tního algor i tmu } 
k : = n - l i  i 
s2 : = x - x . s r ' 
whi le i < n do 
O ·  I 
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begin 
i f  xk 
begin 
l e ž í  na p ř ímce w ( q ) then 
Comp ( xk ' Xi ' a , true ) ; 
Comp ( Xk- 1 ' Xk ' b , false ) ; 
if  xkxij e  l ineární then 
end 
begin { předpokládá se , že xk = 
Výpočet hodnoty ( q ) ;  
i f  a * b  > O 
X (  q ) } 
then Generuj ( q s atr ibutem o ) 
e l se i f  a*b < O 
then Generuj ( q , q s atr ibutem o ) 
e l se if a = O 
then Generuj ( 
e l se Generuj ( 
end 
e l se { předpokládá s e ,  že 
begin 
q s 
q s 
x = k 
Výpočet hodnot ( q l ' q2 ) ;  
i f  a*b > O 
atributem 
atr ibutem 
x ( q l ) } 
then Generuj ( q l s atr ibutem o ) 
e l se if a*b < O 
s i gn 
s ign 
then Generuj ( q l ' q l s atr ibutem o ) 
e l se if a = O 
b ) 
a ) 
Generuj ( 
then Generuj ( 
e l se Generuj ( 
* ' b  q2 s atrl utem 
q l s atr ibutem s ign b ) 
q l s atr ibutem s i gn a ) ; 
o ) ; 
end 
e l se if xkxi j e  l ineární then 
I 
begin Výpočet hodnoty ( q ) ;  
if průs e č ík j e  uvnitř <Xk ' Xi ) 
then Generuj ( q s atributem o ) 
end 
e l se begin Výpočet hodnot ( q l ' q2 ) ;  
i f  průs e čík exis tuj e 
h ' (  * * ' b t en Generuj q l ' q2 s atrl utem o ) 
{ * značí , že průs e č ík leží ·  na požadované } 
{ s traně oblouku xkxi } 
end ; 
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k : =  i ;  i 
end { whil e  } ;  
i + 1 ;  
USPORADEJ VZESTUPNE ( získané hodnoty q ) ;  
REDUKUJ ( hodnoty q podle tabulky ) ;  
VYBER ( podintervaly j ako < qj , qj + 1 > n < 0 , 1 >  Y j ) ;  
Algoritmus 6 . 8 . 1 
Uvedený algor i tmus j e  možné modifikovat i pro e l ip t i cké 
oblouky a i pro obe cný př ípad kuželose čky f ( x., y ) =O ,  kde : 
f ( x , y )  = ax2 + by2 + 2 cxy + 2dx + 2ey + g 
přičemž směrový vektor s j e  dán : 
s = [ fy , -fx ]
T 
Uvedený algoritmus j e  možné použít i v př ípadě oblas t í , které 
maj í " díry " s t ím ,  že algor itmus s e  apl ikuj e na vně j š í  hranici 
a od z ískaných dvoj i c  hodnot q s e  ode č tou intervaly dvo j i c  
hodnot q získaných aplikací algor i tmu n a  hranice děr . 
V př ípadě modifikace algoritmu pro šrafování j e  vhodné 
ne j dř íve pootočit oblas t tak ,  aby šrafy byly rovnoběžné s o s ou 
x ,  resp . osou y ,  spočítat průs e číky šrafy s hranicí oblas t i  
a pak prové s t  zpě tné pootočení . Tím s e  pods tatně z j e dnoduš í 
výpočty j edno t l ivých průs e č íků ús e čky s hranicí oblas t i . 
- 8 4  -
6 . 9  Ořezávání úseček s loženými oblastmi 
Dosud uvedené algor itmy řeš ily problematiku ořezávání ús e čky 
obe cně nekonvexní oblas t í , j e j íž hranice byla tvořena ús e čkami 
a kruhovými oblouky . V te chni cké praxi se však vysky tuj í i 
útvary , které obs ahuj í např . díry . Je zřejmé , že tento p ř ípad 
l ze j ednoduš e vyř e š i t  pomo cí množinové operace rozdílu, kdy od 
oblas t i  T reprezentuj ící oblas t bez díry ode čteme množinově 
oblast reprezentuj ící díru P ,  viz obr . 6 . 9 . 1 Výs lednou oblast C 
budeme nazývat s loženou oblas t í . 
C = T - P 
a 
Obr . 6 . 9 . 1 
, 
C 
p 
T 11 P 
b 
Ste j ně j ako operace rozdílu lze použít i os tatních množinových 
operací 
- s j e dnocení , ozn . u 
- průniku , ozn . n 
- rozdílu, ozn . - , resp . syme trického rozdílu, ozn . 11 
Je zře j mé , že v kr aj ním případě j e  možné nahl ížet na 
- konvexní n-úhe lník j ako na s j ednocení trojúhe lníků , 
- nekonvexní n-úhe lník j ako na rozdíl konvexní obálky 
a vhodných konvexních n-úhelníků , resp . j ako na s j edno cení 
konvexních n-úhe lníků . 
Vzhledem k ř e š ené otázce oře závání vzniká otázka , j akým způsobem 
j e  nutné modifikovat dosud uvedené algor itmy ,  aby j e  byl o  možné 
použí t  i v př ípadě množinových operací s oblas tmi . 
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Předpokláde j me ,  že P , T j s ou oblas ti a že s ložená oblas t C 
j e  dána j ako 
C = T op P 
kde : op E { U , n , - , � } 
Jsou-li čás t i  př ímky w (  q ) oříznuté oblas t í  C dány množinou c 
hodnot dvo j i c  parametrů q : 
c = { L < ck ' ck+ 1 > } k= 1 
čás t i  p římky w (  q ) oříznuté oblas tí T dány množinou t hodnot 
dvo j i c  parametrů q : 
N 
t = { < t i ' ti+ 1 > }i = 1  
čás t i  p ř ímky w ( q ) oříznuté oblas tí P dány množ inou p hodnot 
dvoj i c  parametrů q : 
M 
P = { < p .  , P ' + 1  > } . J J J = 1  
Pak plat í ,  že : 
c = t op P 
Lze z j is t i t ,  že v př ípadě nutnos t i  lz� i s ložité oblasti 
definovat j ako výs ledek množinových operací nad konvexními 
n-úhe lníky a kruhy , což však povede k čás te čnému nárůs tu 
požadavků na výpočetní sys tém v důs ledku provádění ope r a c í  nad 
množinami dvoj i c  hodnot parametrů q . 
Realizace operace s j ednocení nad množinami dvo j i c  hodnot 
parame trů q j e  naznačena algoritmem 6 . 9 . 1 .  
i : = 1 i  j : = 1 i  k : = 1 i  
Ck : =+OO i ck+ 1 : =-OO i 
whi le ( i  � N )  and ( j  � M )  do 
begin 
if p .  < t .  
J 1 
then i f  < ti , ti+ 1 > • < ck ' Ck+ 1 > * � 
then begin ck : =  min ( ck , ti ) i  ck+ 1
: =  max ( ck+ 1 , t i+ 1 ) i  
i : =i+2 
end 
e l se begin k : =k+ 2 i  ck : �+OOi ck+ 1 : =-OO i end 
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------------------------------ ---
e l se i f  < P j , Pj + 1 > • < ck , ck+ 1 > * � 
then begin ck : =  min ( Ck , Pj ) i  ck+ 1 : =  max ( ck+ 1 , Pj + 1 ) i  
j : = j + 2 
end 
e l se begin k : =k+ 2 i  Ck : =
+ooi ck+ 1 : =-ooi end 
end { while } i  
while i ::s N do 
i f  < ti , ti+ 1 > • < ck , ck+ 1 > * � 
then 
begin ck : =  min ( ck , t i ) ;  
ck+ 1 : =  max ( ck+ 1
, t i+ 1 ) i  
i : = i+ 2 
end 
e l se begin k : =k+ 2 ;  ck : =
+oo; ck+ 1 : =-ooi end ; 
whi le j ::s M do 
i f  < Pj , Pj + 1 ) • < ck , ck+ 1 > * � 
then begin ck : =  min ( Ck , Pj ) i  ck+ 1 : =  max ( ck+ 1 , Pj + 1 ) i  
j : =j + 2 
end 
e l se begin k : =k+ 2 ; -
end i 
Algor itmus 6 . 9 . 1 
Operátor • j e  definován j ako u ( s j ednocení ) s t ím ,  že interval 
( +00 , -00 ) se považuj e za prázdný interval označený � .  Jde vlas tně 
o s j ednocení intervalů hodnot q získaných oříznutím p ř ímky w ( q ) 
oblas t í  T a P .  
Je-li oblas t s ložená , pak j e  nezbytné ř e š i t  t é ž  otázku 
ur čení hr anice oblas ti . Tato úloha není j iž úlohou z c e l a  
triviální . Pokud budeme používat nás leduj í c í  ř e š ení , i když 
neefektivn í ,  dos taneme pouze hrany ohrani čuj í c í  obla s t  
výs lednou , které však n e j  sou uspoř ádány v e  smě ru nebo proti 
směru pohybu hodinových ruči ček . 
Pak v př ípadě operace 
A op B , kde 
--- -- -- ---
op E { U , n , � , � } 
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j e  pos tup pro : 
- s j ednocení : ve zmi vše chny hrany oblas t i  B a proveď " vně j š í "  
oře závání oblas t í  A ;  vezmi vše chny hr any oblas t i  A a proveď 
" vně j š í "  ořezávání oblas t í  B 
- průnik : vezmi vše chny hrany oblas ti B a proveď " vnitřní " 
oře závání oblas tí A ;  vezmi vše chny hrany oblas t i  A a proveď 
" vnitřní " ořezávání oblas tí B 
rozdíl : ve zmi vše chny hrany oblas ti B a proveď " vnitřní " 
oře závání obl astí A ;  vezmi vše chny hrany oblas t i  A a proveď 
" vně j š í "  ořezávání oblastí B 
symetri cký rozdíl : l ze realizovat pomo cí výše uve dených 
operací 
Je z ř e j mé ,  že t akto lze definovat j en obrys oblas t í ,  kte r é  
vzniknou j ednou množinovou operací z nesložených oblas t í ,  
p ř ič emž navíc j e  nutné dosud uvedené algor i tmy rozš í ř i t  
o oře závání kruhového oblouku nekonvexních oblas t í , což vede 
k pods tatnému zvýšení s ložitos ti dosud uvedených algor i tmů . 
Vzhledem k tomu , že j e  požadováno , aby výs l e dkem po 
množinové operaci s n-úhe lníky , resp . , oblas tmi , byl opě t 
n-úhe lník, resp . oblas t ,  j e  nutné zabývat s e  takovými algori tmy 
ořezávání n-úhe lníků , resp . oblas t í ,  j ej i chž výs ledkem j e  opět 
n-úhelník , resp . oblas t .  
r - - - - -
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
v ' , 
Ore � o. " o c. 1  
\ - - � obd � \ h \\c. \ " 
>-- - - - ""  
1 
I 
I 
---t- 7 I 
I 
I 
I 
" I ( I 
I '-/ I 
L _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ..J 
Obr . 6 . 1 0 . 1 
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6 . 1 0 Sutherland-Hodgmanův algo r i tmus pro ořezávání 
Na rozdíl od dř íve uvedených algoritmů pro oře závání p ř ímek 
či úse ček obdé lníkem, konvexním či nekonvexním n-úhe lníkem nebo 
oblas t í  algoritmy ur čené pro oře závání n-úhelníka n-úhe lníkem 
vytváře j í j ako výs tup opě t  n-úhe lník , resp . n-úhe lníky . Na 
obr . 6 . 1 0 . 1 j e  uveden výs ledek oře závání nekonvexního n-úhe lníka 
obdé lníkem , kdy se původní n-úhelník rozpadl na t ř i  nové 
n-úhelníky . 
Základní myš lenkou Sutherland-Hodgmanova algoritmu ( dále j en 
S-H algori tmus ) j e  oře závání n-úhe lníka vůči j edné hr aně či 
oře závací rovině , při čemž s e  pos tupně provádí ořezávání hran 
n-úhelníka vůči j ednot l ivým hranám obdélníka , viz obr . 6 . 1 0 . 2 .  
- - - - - .., 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
_ _ _ _ _  .-1 
- - - - - -, 
I 
I 
I 
- - - - - -, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
_ _ _ _ _  J 
r 
I 
I 
I 
I 
_ _ _ _ _  J 
I \ I vy s. l e..d ...... y h - t... h el h ; k 
í - - - - I 
Obr . 6 . 1 0 . 2 
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I 
I 
I 
const max = 1 0 0 ;  { maximální počet vr cholů n-úhe lníka } 
type ver tex = a rray [ 1  . .  2 ]  of rea l ;  { typ pro vr chol } 
boundary = array [ 1  . .  2 ]  of ver tex ; { typ pro hrany } 
polygon = a rray [ 1  . .  max ] of vertex; { typ pro n-úhelník } 
procedure CLI P  ( in :  integer ; { počet vr cholů daného n-úhe lníka } 
in_v : polygon ; { vr choly vs tupního n-úhe lníka } 
var out : integer ; 
{ počet vr cholů výs ledného n-úhelníka } 
var out_v : polygon ; 
{ vr choly výs ledného n-úhe lníka } 
c l ip_boundary : boundary 
{ hrana , vůči které se oře zává } ) ;  
var i ,  p ,  s :  ver tex ; 
j :  integer ; 
begin 
out : = O ;  { nas tavení počtu vr cholů výs ledného n-úhe lníka } 
s : =in_v [ in ] ; { s a p repre zentuj í vrcholy n-úhe lníka } 
for j : = l to in do 
begin 
p : = in_v [ j ] ;  
i f  INS I DE ( p , c l ip_boundary ) 
{ s a p odpovídaj í vr cholům na obr . 6 . 1 0 . 3 } 
then { př ípad 1 a 4 } 
i f  INS IDE ( s , clip_boundary ) 
then OUTPUT ( p )  { př ípad 1 } 
e l se begin { př ípad 4 } 
end 
i : = INTERSECT ( s , p , clip_boundary ) ;  
OUTPUT ( i ) ; OUTPUT ( p )  
e l se { př ípad 2 a 3 } 
if INS IDE ( s , clip_boudary ) { případ 2 . } 
then begin i : = INTERSECT ( s , p , cl ip_boundary ) ;  
output ( i ) 
end ; { žádná akce pro případ 3 } 
s : =p ;  { vezmi dal š í  dvoj ici vr cholů } 
end { od j } 
end { CL I P  } ;  
Algoritmus 6 . 1 0 . 1 
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Algor i tmus 6 . 1 0 . 1 j e  založený na s trategii pos tupného zkoumání 
j ednotl ivých hran n-úhe lníka vzhledem k hranici oblas t i , která 
mus í být konvexní .  
Pro snadnos t  po chopení algori tmu byly vyne chány s ekvence 
příkazů zaj i š ťuj ící ošetření chyb,  vyj íme čných s tavů a též zápis 
procedur INS IDE , INTERSECT a OUTPUT . 
Procedura OUTPUT ( q :  ver tex ) zaj i s t í  uložení vr cholu q do 
výs tupního pole out v repre zentuj ícího vr choly vytvářeného 
n-úhe lníka . 
Funkce INTERSECT ( s ,  p :  ver tex i q :  boundary ) : ver tex ur č í  
průs e čík hrany spojuj ící vr choly s a p 
oblas t i , viz obr . 6 . 1 0 . 3 .  
s hran i c í  q dané 
Procedura INS IDE ( s :  ver tex i q :  boundary ) : boolean nabývá 
hodnoty t rue , j e- l i  bod s uvnitř ořezávané oblas t i . V p ř ípadě , 
, 
že hranice oblas t i  j e  zadána orientovaně , lze využít vektorového 
součinu k ur čení polohy bodu s vůči hraně q .  Obe cně p l at í ,  viz 
obr . 6 . 1 0 . 4 ,  že označíme-li 
v = a x c w a x b 
pak 
- j e- l i  Vz > O , t j . z-ová s ložka vektoru v ,  pak bod P 4 j e  vně 
oře závacího n-úhelníka 
j e - l i  Wz < O , t j . z-ová s ložka vektoru w ,  pak bod P 3 j e  
uvnitř ořezávacího n-úhe lníka 
ulož P 
1- - - - -, 
I 
I 
I 
. I 
I I 
L _ _  � J  
1 - - - - , 
I 
I I I I I L _ _ _ _  J 
ulož i neukláde j nic 
Obr . 6 . 1 0 . 3 
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ulož i , p 
Výše uve dený algor i tmus lze modifikovat tak ,  že j e  r ekur z ivně 
volán , a t ím l ze uše t ř it do časně př idě lenou pamě ť ,  viz [ 1 2 5 ] . 
Algor i tmus může být též real izován j ako hardwarový procesor 
využívaj í c í  " p ipe-line " bez požadavků na 
Nevýhodou Suthe rland-Hodgmanova algor i tmu 
vně j š í  pros tor . 
j e ,  že v př ípadě 
hrany , které by 
n-úhe lníka . Tato 
oříznut í  nekonvexního n-úhe lníka 
správně neměly 
skut e čnos t  j e  
být zahrnuty do 
vznikaj í 
výs ledného 
dána tím ,  Sutherland-Hodgmanův algor i tmus 
neposkytuj e možnos t  " roztr žení " n-úhe lníka oříznutím na více 
n-úhe lníků , viz obr . 6 . 1 0 . 1 .  
P 
'!> 
v = a x c 
\l a x b 
Obr . 6 . 1 0 . 4 
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> O 
< O 
bod P4 j e  vně 
bod P 3 j e  uvnitř 
6 . 1 1 Wei ler-Ather tonův algoritmus 
Výš e  uvedený S-H algor itmus vyžaduj e ,  aby n-úhe lník, který 
tvoří oblas t oříznut í ,  byl konvexní . V mnoha př ípade ch j e  t akový 
předpoklad téměř nesplnitelný . Je pochopite lně možné nekonvexní 
n-úhe lník rozdě l i t  na několik konvexní ch n-úhe lníků ,  prové s t  
oříznut í  S-H algor itmem a pak j e  opět s ložit dohromady . Uvažme 
j ednoduchý př ípad , viz obr . 6 . 1 1 . 1 . a . 
\ 
\ 
oře závaný oblas t 
n-úhelník oříznut í  
a )  
\ 
\ 
výs ledek oříznutí 
S-H algor itmem 
b )  
Obr . 6 .  1 1 .  1 
� A� 
t�S 
� 4\  5to� 6 ) , � � �  -l:::-:?-. t �'J tAO 
� 
..Jl 
! s  !.tcwt 
�{1 
pos tup a výs l e dek 
oříznutí 
c )  
Výs ledek po oříznut í  S-H algor itmem j e  na obr . 6 . 1 1 . 1 . b . 
Z obrázku j e  zře j mé , že kromě o čekávaných čás t í  ořezávaného 
n-úhe lníka j s ou ve výs ledném tvaru j e š tě obsaženy čás t i  
některých hran n-úhe lníka ořezávacího . 
Weiler-Ather tonův algor itmus ( dále j en W-A algor i tmus ) 
umožňuj e oříznut í  obe cně nekonvexního n-úhelníka obla s t í ,  která 
je opě t  nekonvexním n-úhe lníkem . Oba n-úhe lníky mohou obs ahovat 
i vnitřní díry . Výs ledek oříznutí W-A algor i tmem j e  na 
obr . 6 .  1 1 .  1 . c .  Z obrázku vyplývá, že výs ledek může obs ahovat 
někol ik s amos tatných n-úhe lníků . 
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W-A algoritmus vyžaduj e ,  aby n-úhelníky byly zadány pomo c í  
se znamu vr cholů v e  směru hodinových ručiček, p ř i čemž vr choly děr 
je nutné zadat ve směru opačném, t j . předpokládá s e ,  že vnitřek 
n-úhe lníka j e  vždy vpravo od orientované hrany , nebo naopak . Pro 
názornos t uvažme tři j ednoduché charakteristické možnos t i ,  viz 
obr . 6 .  1 1 .  2 .  
Jednoduchý nekonvexní 
n-úhe lník 
Cs 
S� 
e s 
II 
c� 1,j 
Cl 
I� 
c, 
Se 
I, 
Ss 
S3 r - - - _ - _ � _ _ _ _ _ _ _ _ ..., Slt 
I I 
I r: - - - -- - - - - ,  I 
I I S S I s�ar+ II I 8 � 'I : � c � - - +_ :;-/� I 
I I I  SO I I I ,, ' I I � _ ..J  
I 
t 
, 
I 
Sof 
n-úhe ln�k obklopuj í c í  
ořezávací n-úhe lník 
c � 
1" 
Is 
Sl 
I.I �  
SG 
I.c 
n-úhe lník s dírou 
Obr . 6 .  1 1 .  2 
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Uvažme nej dř íve př ípad z obr . 6 . l 1 . 2 . a . Průs e č íky j ednot l ivých 
hran n-úhe lníků označené symbolem Ik j s ou zařazeny do s e znamu 
vr cholů j ednot l ivých n-úhelníků tak, abychom neporuš i l i  j e j i ch 
orientaci , p ř i čemž j e  nutné vytvořit vzáj emné odkazy 
j ednot l ivých průs e č íků Ik v se znamu vrcholů . Označíme- l i  R 
uspořádaný s e znam �r cholů S oře závaného n-úhelníka a průs e číků 
Ik' Q uspoř ádaný s e znam vr cholů C n-úhe lníka tvoř í c ího obl a s t  
ořezávání a průs e č íků Ik ' pak dos táváme 
s přís lušnými odkazy , viz obr . 6 . l l . 3 . a . 
Start 
/ 
dva s eznamy 
R S l 1 2-- 1 3 S 2 1 4--- S 3�I s S 4 1 6� I 7 S s 1 8"""
S 6� I l S 7 S l 
Kone c \ \ t \ 1 � 
Q C l 1 1 --+-1 2 C2 1 3-1 4 C 3 I s� I 6 C4 I i
:. ....... I 8 C l 
a )  Výs ledný n-úhelník 
t I 
R S 1-- 1 2 1 3 S 2 1 4 S 3 1 5 S 4 1 6 1 7 S s 
1 8 S 6 I l- S 7-S l 
KO� \ , S tart 
Q C l 1 1 1 2 C2 1 3 1 4 C 3 1 5 1 6 C4 1 7 1 8 C l 
b )  Jedna z odříznutých částí původního n-úhelníka 
Obr . 6 .  1 1 .  3 
Zároveň j e  nutné vytvořit s eznam vs tupních průs e č íků 1 2 , 1 4 , 1 6 
a 1 8 , t j . bodů , kde hrana ořezávaného n-úhe lníka vs tupuj e do 
n-úhelníka definuj ícího oblast ořezávání , a s e znam výs tupních 
průs e č íků l l ' 1 3 , 1 5 a 1 7 , t j . bodů, kde hrana oře závaného 
n-úhe lníka vys tupuj e z n-úhe lníka definuj ícího obl a s t  oře záván í . 
K vytvoření n-úhe lníka , který vznikne oř íznutím, j e  nutné začít 
od průs e č íku , který je  ve vs tupním s eznamu, a procház e t  s e znamy 
R a Q , j ak j e  naznačeno na obr . 6 . l 1 . 3 . a . Výs ledkem j e  s e znam 
vr cholů : 
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V př ípadě , že proces j e  započat od j iného vs tupního průs e č íku , 
j e  výs ledek s t e j ný ( vr choly j sou pouze cykl icky z aměněny ) .  
Průs e č íky 1 2 , 1 4 , 1 6 a 1 8 mus e j í být ods traněny ze s e znamu 
vs tupní ch průs e č íků , t j . s eznam j e  nyní prázdný . 
K vytvoření n-úhelníků zbylých po oře závání j e  nutné začít 
od průs e č íků z výs tupního seznamu , t j . např . od průs e číku I I 
s tím, že s e znam Q j e  prohl ížen v opačném směru, viz 
obr . 6 . l l . 3 . b .  Výs ledkem j e  pak s eznam 
přičemž průs e č ík I I mus í být odstraněn z výs tupního s e znamu . 
Začneme- l i  o d  1 3 , 1 5 nebo 1 7 , dos táváme s e znamy 
1 3 S 2 1 4 1 3 1 5 S 4 1 6 1 5 1 7 S s 1 8 1 7 
přičemž j e  opět nutné ods tranit přís lušné průse č íky z výs tupního 
seznamu . 
Poněkud s ložitě j š í  s i tuace nas tává v př ípadě , který j e  
uveden na obr . 6 . l l . 2 . b , kdy výs ledkem oříznut í  n-úhe lníka j s ou 
dva výs ledné n-úhe lníky . Pos tup j e  s t e j ný j ako v p ř e de š lém 
př ípadě , viz obr . 6 . l l . 4 . a , s tím ,  že po vytvoření prvního 
s e znamu 
a ods tranění průs e č íku I I ze vstupního s e znamu j e  nutné j eš tě 
vytvořit s e znam odpovídaj ící vs tupnímu bodu 1 3 
a vypuš tění průs e č íku 1 3 ze vs tupního s e znamu . 
s tart l s tart 2 
� � S l R S l S 2 S 3 S 4 S s 1/ 1 2 5 7 5 8 S/1 4 
Q C l � 1 3 C2 1 2 � C 3 -- I l C4 1 4 � C l 
j;/ � I kone c 2 kone c l� 
vs tupní s e znam : 1 1 , 1 3 výs tupní s e znam : 1 2 , 1 4 
a )  výs ledné n-úhe lníky 
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R 
Q 
vs tupní s e znam : 1 1 , 1 3 výs tupní s e znam : 1 2 , 1 4 
b )  zbylá čás t 
Obr . 6 .  1 1 .  4 
Obdobným způsobem j e  vytvořen n-úhe lník , který j e  zbylou čás t í  
původního n-úhe lníka , s tím, že j e  nutné začít od l ibovolného 
prvku výs tupního s e znamu a seznam Q j e  prohl ížen v opačném 
směru . Výs ledkem j e  pak s e znam : 
1 2 S 7 S 8 S 9 1 3 Cl 1 4 S l S 2 S 3 \ S  4 S s I I C 3 1 2 
při čem.ž j e  nutné ods tranit prvky 1 2 a 1 4 z výs tupního s e znamu , 
t j . s e znam j e  nyní prázdný . 
Uvažme nyní poslední př ípad z obr . 6 . 1 1 . 2 ,  kdy oře závaný 
oře závání j e  tvořena též n-úhe lník obs ahuj e díru a oblast 
n-úhe lníkem s dírou . Seznamy vytvoř íme podobným způs obem j ako 
v předchozích př ípade ch, viz obr . 6 . 1 1 . 5 .  
vs tupní s e znam 
konec 
I I ' 1 3 ' 1 5 výs tupní s e znam : 
a ) výs ledný n-úhe lník 
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kone c 2 
I konec 1 I 
vstupní s e znam výs tupní seznam : 1 2 , 1 4 ,  1 6 
b )  zbylé čás ti 
Obr . 6 . 1 1 .  5 
Pos tup j e  opět obdobný předchozím případům s tím r ozdílem, že 
pro každý n-úhelník , který tvoří vnitřní či  vněj š í  hranici ,  j e  
nutné vytvoř it kruhový seznam . Je-li průsečík I I vzat j ako první 
bod , pak výs ledný seznam definuj ící výs ledek oříznutí j e  
I I 1 2 C 6 1 3 1 4  1 5 S 8 1 6 I I 
a zbytek po 
1 2 
a 
1 4  
oříznutí j e  definován seznamy 
S l 
S 2 
1 3 C6 
S 3 S 4  I I 
ob l o s t  
- I "  O re 1:. Q V a n l  
1 2 
1 6 S s S 6 S 7 
Obr . 6 . 1 1 .  6 
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Je pochopitelné , že v př ípadě úplné specifikace W-A algoritmu j e  
nutné též řešit  spe ciální případy , kdy s e  zadané n-úhe lníky 
dotknou buď vr cholem, nebo hranami , viz obr . 6 . 1 1 . 6 .  Do s eznamú 
se pak zařadí j en ty prúsečíky , které j sou označené * , zatímco 
prús e č íky označené o se  nezařadí,  podobně j ako v kap . 6 . 7 . 
Nevýhodou uvedených algoritmú j e  nutnos t  orientace hran 
n-úhelníkú, což múže znamenat čás te čné omezení v praktických 
aplikacích .  Orientaci j e  pak možné ur čit tak ,  že s e  např . 
vyhledá vr chol , který j e  nej více vpravo a podle hodnoty 
souřadnice y nás leduj ícího vr cholu se ur čí orientace n-úhelníka . 
V případě , že n-úhelník j e  konvexní , lze rozhodnout o orientaci 
na základě vektorového součinu směrových vektorú dvou po sobě 
j doucích hran , které neleží na s te j né přímce . 
Jistou výhodou W-A algoritmu j e ,  že j ej lze modifikovat 
i pro př ípad použití kruhových obloukú, případně i j iných 
kvadratických křivek . 
okno 
paralelní proj ekce ro " j  \"\ C\ 
perspektivní proj ekce 
Obr . 6 . 1 2 . 1 
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6 . 12 Ořezávání v třírozměrném prostoru 
Dosud uvedené algoritmy řešily problematiku ořezávání úse ček 
či n-úhe lníka obe cně vůči rovinné ořezávací oblas t i . Při  
zobrazování třírozměrných obj ektů je  nutné používat modifikované 
ořezávání v pros toru z několika důvodů , a to : 
obj ekt by mohl přesáhnout plochu , na kterou j ej chceme 
zobrazovat ( podobně j ako při ořezávání v r ovině ) ,  
obj ekty č i  j ej ich čás t i ,  
tzv . pyramidu pohledu, 
efekty . 
které j sou mimo zobrazovanou oblast  
by při proj ekci vytvářely nežádoucí 
Z tě chto důvodů bylo zavedeno ořezávání vůč i  prostorové oblas ti , 
která v případě používání perspektivní . proj ekce má tvar 
pyramidy , viz obr . 6 . 1 2 . 1 . b . Pyramida pak reprezentuj e viditelnou 
oblas t pro pozorovatele . Obvykle j e  přední r ovina ořezávání 
oblast i  v pozici pozorovatele a zadní rovina pak nekone čně 
daleko . Vzhledem k tomu , že okno může být různě velké , viz 
obr . 6 . 1 2 . 2 ,  j e  vhodné nej dříve transformovat souřadnice  tak ,  že 
ořezávání probíhá v li j ednotkové I I  pyramidě , a poté apl ikovat 
inverzní transformaci souřadnic .  
Jednotková pyramida j e  pak dána polorovinami : 
z � x z � -x 
Celý proces 
transformace 
x ' = - 1  U . 
ořezávání 
C l ip 
z � y z � -y z � O 
pak může být vyj ádřen 
U x 
pomocí  
přičemž operace změny měřítka j e  reprezentována maticí  U tak ,  že  
U = 
O 
O 
1 
O 
O 
O 
O 
1 
kde zr ur čuj e polohu promítací roviny na ose z ,  
2 a ,  2 b  j sou pak rozměry okna . 
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IP , 1; -= - Zp 
Obr . 6 . l 2 . 2 
Operátor C l ip j e  pak popsán algoritmem 6 . 1 2 , 3 
modifikací Cohen-Sutherlandova algoritmu, viz 
kódovací 
bit O -
bit 1 -
bit 2 -
bit 3 -
oblas ti 
bod j e  
bod j e  
bod j e  
bod j e  
maj í následuj ící význam : 
vlevo od pyramidy , tj . x < -z 
vpravo od pyramidy , tj . x > z 
pod pyramidou, tj . y < -z 
nad pyramidou , tj . y > z 
a j e  vlas tně 
kap . 6 . 2 .  Bity 
Je zřej mé ,  že na rozdíl od algoritmu z kap . 6 .  2 mus í být též  
ur čena odpovídaj ící hodnota souřadnic y a z . . 
procedure CLI P 3D ( x l , y l , x2 , y 2 ,  z l ,  z2 : real ) ;  
label 9 9 ;  
var x ,  y ,  z ,  t :  rea l ;  
c ,  c l , c 2 : integer ; 
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procedure CODE3 ( x ,  y ,  z :  real i var c :  integer ) i  
begin c : =  O i  { hodnoty 1 , 2 , 4 , 8 odpovídaj í přís lušným kódům } 
i f  x < -z then c : = l  e l se if x > z then c : = 2 i 
i f  y < -z  then c : =c+4 e l se if y > z then c : =c+8 i 
end { CODE3 } i 
begin { zj ištění s tavových slov } 
CODE3 ( x l , y l , z l , c l ) i  CODE3 ( x2 , y 2 , z 2 , c2 ) i  
if ( c l land c 2 ) = O then 
begin { úsečka může procházet pyramidou } 
i f  ( c l lor c 2 ) < >  O then 
begin { úse čka neleží celá v pyramidě } 
r epeat 
if c l  = O then c : =c2  else c : =c l i  
i f  ( c  land 1 )  < >  O then 
begin { bod j e  vlevo } 
t : = ( z l +x l ) / « x l -x2 ) - ( z2-z l » i 
z : =t* ( z2-z l ) +z l i  X : =-Z i 
end 
e l se if ( c  land 2 )  < >  O then 
y : =t* ( y2-y l ) +y l  
begin { bod j e  vpravo } 
t : = ( z l -x I ) / « x2-x I ) - ( z2-z l ) } i 
z : =t* ( z2-zl ) +z l i  X : =Z i  y : =t* ( y2-y l ) +y l  
end 
e l se if ( c  land 4 )  < >  O then 
begin { bod j e  pod } 
t : = ( z l +y l ) / « y l-y2 ) - ( z2-z 1 » i 
z : =t* ( z2-z 1 ) +Z l i  
x : =t* ( x2-x l ) +x l i  y : =-z 
end 
else if ( c  land 8 )  < >  O then 
begin { bod j e  nad } 
t : = ( z l -y l ) / « y2-yl ) - ( z2-z 1 » i 
z : =t* ( z2-z 1 ) +z l i  
x : =t* ( x2-x l ) +z l i  y : �z 
end i 
i f  c=c l  then 
begin x l : =X i  y l : =Y i  z l : =Z i  
CODE3 ( x I , y l , z l , c l ) 
end 
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e l se 
begin x2 : =X i y2 : =Y i z 2 : = Z i  
CODE3 ( x2 , y 2 , z 2 , c 2 ) 
end i 
i f  ( c l land c 2 ) < > 0 then goto 9 9  { úse čka l e ž í  vně } 
unt i l  ( C l lor c2 ) 
end i 
{ nyní j e  nutné úse čku zobrazit } 
LINE 3D ( x 1 , y 1 , z l , x2 , y2 , z 2 ) 
end i 
9 9 :  
end { CLI P 3D } 
Algor i tmus 6 . 1 2 . 1 
Příklad 
Uvažme př íklad z kap . 5 . 3 pro př ípady , kdy j e  nutné použí t  
II pyramidální I I  ořezávání . Předpokláde j me ,  že výs tup bude prováděn 
na výs tupním zařízení s rozlišovací s chopnos t í  1 0 2 4  x 1 0 2 4  a 
s počátkem v levém dolním rohu . Na výs tup s e  budeme dívat ze 
vzdáleno s t i  1 0 0 0  mm , 
Pak na v š e chny body 
při čemž velikos t  výs tupu j e  5 0 0  x 5 0 0  mm . 
\ 
s cény j e  nutné apl ikovat j edno t l ivé j iž 
uvedené t r ans formace kromě perspektivní trans formace , která j e  
nahr azena II pyramidálním ll ořezáváním a nás lednou p e r spekt ivní 
proj ekc í . Ce lková trans formace může být vyj ádřena t akto 
W = Per sp U- 1 . C l ip . U . Rz y ( � )  . R x z ( � )  . Z . T e e e e 
Pak matice U a u- 1 maj í v naš em případě tvar 
U = 
4 
O 
O 
O 
o 
4 
O 
O 
O 
O 
1 
O 
O 
O 
O 
O 
Operátor C l ip označuj e 
U - 1 
operaci 
0 . 2 5  O 
O 0 . 2 5  
= O O 
O O 
třírozměrného 
O O 
O O 
1 O 
O O 
pyramidálního 
oře závání . Takto získané souřadnice koncových bodů j e  obe cně 
nutné pronásobi t  mat i c í  u- 1 . Získané body x j s ou uvnitř nebo na c 
povr chu pohledové pyramidy . Nyní j e  nezby tné apl ikovat oper átor 
Per sp , t j . ur čit souř adni ce bodů po j e j i ch perspektivní 
proj ekc i . Pro souřadnice bodů na promítací rovině lze psát 
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z x r c + x = - r Xo p a z x c 
z Yc r + Yp 
= b r Yo z Y c 
kde ( xO ' YO ) j e  požadovaná poloha počátku v souř adném sys tému 
zařízení 
2rx ' resp . 2ry , 
Lze ukáza t ,  že operaci 
j e  rozlišení ve směru osy x , r e sp . 
u- 1  a Persp l ze výhodně s louč i t ,  
o s y  y 
neboť 
b zr zr zlomek r e s p  - , v operaci Persp a ' . b a , r e s p . zr 
v mati c i  u- 1  s e  kr átí . Pak l ze psát 
x = p 
y = p 
kde xc ' y c ' Z c j s ou souřadnice bodů Xc získaných 
tř írozměrného oře závání , t j . bez pronásobení mati c í  
př ípadě dos t áváme 
x = p 
y = p 
5 1 1 .  5 + 5 1 1 .  5 
5 1 1 . 5 + 5 1 1 . 5 
j ako p ř ímý výs tup 
u- 1 . V našem 
Celý pos tup ř e š ení obe cného pohledu v třírozměrném pros toru lze 
znázornit obr . 6 . 1 2 . 3 .  
_____ 3_D __ 
r_e_
p_r_e_z_e_n_t_a_c_e ________ �) II �( __ 
2 __ 
D __ r_e_p_r_e_z_e_n_t_
a
_
c
_
e
_ 
transformace pyramidální prespektivní generace 
... výs l e dné v E3 
-
ořezávání proj ekce 
s cény 
Obr . 6 . 1 2 . 3 
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7 .  El iminace nevidi telných hran a povrchů 
Problém řešení viditelnosti j e  j edním z nej obtížně j š í ch 
problémů v počítačové grafice . V zásadě j de o ur čení bodů , čás t í  
hran a povr chů ,  které j s ou neviditelné ( zakryté j inými p l o chami ) 
z dané pozice pozorovatele . Potřeba vypuš tění nevidite lných hran 
j e  zře j má z obr . 7 . 1 ,  kde j e  uvedena typi cká ukázka tzv . 
drátěného mode lu, j ehož interpretace není j ednoznačná . 
Obr . 7 . 1 
Složitos t problému e l iminace nevidite lných hr an a povr chů 
vyús tila v nepřeberné množ s tví algoritmů , které používaj í  různé 
principy a j e j i ch kombinace . Pravděpodobně neexis tuj e nej lepš í 
algor i tmus . U algoritmů používaných v apl ikac í ch r eálného času 
je neúprosným požadavkem poskytnout řešení vždy v r ámci 1 / 5 0  
nebo 1 / 3 0 s e c . , např . u s imulátorů pi lotáže l etade l . Budeme- l i  
však požadovat realističtě j š í  výs tup s více podrobnos tmi vče tně 
s t ínování , průhlednosti a průsvitnosti obj ektů s odrazy atd . , 
budou algor i tmy pomal e j š í ,  často vyžaduj ící mnoho minut až hodin 
k řešení daného problému .  Exis tuj ící pos tupy využívaj í též 
dalš ích dos tupných informací k pods tatnému zrychlení ,  nap ř . p ř i  
animaci a s imulaci lze s výhodou využít toho , že zobrazené s cény 
po sobě nás leduj í c í  j s ou s i  velmi podobné , apod . 
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7 . 1 Zobrazování explicitních funkcí dvou proměnných 
Výs ledkem ř e š ení mnoha problémů j e  často exp l i c i tní funkce 
dvou proměnných ve tvaru : 
y = f ( x , z ) X E < a , b  > x x a 
která bývá zadána buď přímo analyti ckým popisem nebo funkčními 
hodnotami v bode ch s ítě v rovině zx . Me tody zobrazování 
explici tní ch funkcí dvou proměnných j sou větš inou založeny na 
principu tzv . plovoucího horizontu [ 3 9 ] ,  [ 1 1 6 ] , neboť použ i t í  
obe cných me tod vede k pods tatnému prodloužení doby výpočtu.  
El iminace nevidite lných hran 
Pro mnoho apl ikací j e  pos tačuj ící zobrazení funkce dvou 
proměnných pomocí ř e zů vedených rovnoběžně s o s ou x ,  r e s p . 
s o s ou y ,  při čemž řezy vytváře j í  ob�cně nepravide lnou 
obdélníkovou s íť ,  viz obr . 7 . 1 . 1 .  
Obr . 7 . 1 . 1 
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Chceme t e dy zobrazit 
y f ( X , z .  ) 1 
X E < a b > x x 
a kř ivky : 
y = f ( x .  , z ) 
J 
z E < az ' bz > 
kř ivky : 
i = l ,  . . .  , n  
a 
j = l ,  . . .  , m  
a 
= b z 
Princip ř e š ení viditelnos t i  j e  ve lmi j ednoduchý . Předpokláde j me ,  
že řezy j s ou rovnoběžné s osou x ,  při čemž j s ou kre s l eny pos tupně 
od pozorovate l e  směrem dozadu . Nakre s l ením prvních dvou ř e zů 
( ozn . f l a f2 ) j e  zobrazena část plochy , která j e  ohraničena 
právě prvním ř e zem vpředu a druhým řezem vzadu , viz obr . 7 . 1 . 2 . 
hova' maska _ - - � � .. 
M l"  �,�,h' ..... , 
po,'s 
I �vicJ;t�/hosti I, 
Obr . 7 . 1 . 2 
fz 
f .. 
Bude- l i  nyní kre s len třetí řez ( ozn . f 3 ) ,  pak j e  zře j mé , že bude 
kr e s l ena j en ta čás t ,  která j e  pod dolním nebo nad horním 
obrys em j iž zobr azené čás t i  plochy . Čás t ř ezu , která j e  mezi 
horním a dolním obrysem, je zakryta tou čás t í  kres l ené p l o chy , 
která j e  vymezena prvním a druhým řezem . 
Označíme - l i  horní obrys j ako MT a dolní obrys j ako MB , 
př ičemž budeme prozatím předpokládat , že j de o funkce , lze 
algori tmus pro kre s lení' řezů rovnobě žných s osou x real i zovat 
algoritmem 7 . 1 . 1 .  
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MT : =  -OO i MB : = OO i  
for k : = l  t o  počet ř e zů do 
begin Kre s l i  funkci f ( x , zk ) s respektováním 
end 
viditelno s t i  Vx E < a , b  > i  x x 
MT : = max { MT , f ( x , zk ) } Vx E < ax , bx > 
MB : = min { MB , f ( x , zk ) } Vx E < ax , bx > 
{ max , min j s ou funkce , j e j ichž argumenty j s ou } 
{ funkce a výs ledkem j e  opě t  funkce } 
Algoritmus 7 . 1 . 1 
Funkce min a 
vektorů , viz 
max j e  možné 
např . [ 1 4 0 ] ,  
repre zentovat pomoc í  maskovac í ch 
repre zentuj í c í ch vlas tně hodno tu 
funkce pro danou hodnotu x .  
Vzhledem k tomu , že funkce f ( x , zk ) bude kr e s l ena j ako 
posloupnos t  l ineárních úseků vzhledem k proměnné x ,  j e  možné 
použí t  Bres enhamův algoritmus pro kre s lení ús e čky , viz kap . 3 .  
Aby nebyly kre s leny neviditelné body dané čáry , j e  nutné 
modifikovat příkaz DRAW STEP tak ,  aby byly zobrazovány j en ty 
body , které j s ou nad nebo pod j iž nakre s l enou čás t í  p l o chy .  
Př íkaz DRAW STEP může být nyní realizován ' ( zj ednoduš eně ) , např . 
algoritmem 7 . 1 . 2 . 
procedure DRAW STEP i 
begin i f  yp < MB [ xp ]  then 
end ; 
begin MB [ xp ]  : =  YP i PLOT ( xp , yp ) i  end i 
i f  yp > MT [ xp ]  then 
begin MT [ xp ]  : = YP i PLOT ( xp , yp ) i  end ; 
Algor i tmus 7 . 1 .  2 
Pro použití ve skute čných apl ikac ích, kdy s e  mohou vyskytnout 
téměř svis l é  ús e čky , j e  nutné zavés t  pomo cné maskovac í  vektory 
M1T a M 1 B ,  které reprezentuj í aktuální s tav , p ř i čemž maskovací 
vektory MT a MB vlas tně reprezentuj í s t av z předcháze j í c ího 
řezu .  Po nakr e s l ení j ednoho celého řezu j e  pak nutné přepsat 
obsah dočasných maskovacích vektorů Ml T a M1B do maskovac í ch 
vektorů MT a MB . Celý pos tup kre s l ení funkce dvou proměnných j e  
znázorněn na obr . 7 . 1 . 3 . 
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f---______ r_e_a_l _____ ----7) II �( _______ i_n_t_e ..... g'-e_r ______ ---7 
spe c ifikace rotace a Kre s l i  ús e čku kr e s l i  kr ok 
uživatelské proj ekce Bres enhamovým � vzhle dem k 
funkce algoritmem vidite lnos t i  
uživatelská úroveň úroveň grafi ckého sys tému 
�------------------------7) II �( --------�--------�-------7 
Obr . 7 . 1 . 3 
Uživat e l em specifikovanou funkci , ať už zadanou analyti ckým 
předpisem nebo daty , j e  možné otáčet v pros toru s t ím ome zením, 
že průmě t  vektoru původně rovnobě žného s osou y mus í zůs tat 
svislý,  t j . l ze apl ikovat pouze rotace okolo osy y a osy x 
v uvedeném pořadí a změnu měř í tka . Vzhledem k p r incipu 
zobrazování 
perspektivní 
l ze použí t  paralelní proj ekci 
proj ekc i ,  při níž libovolná 
nebo 
svi s l á  
" s l abou " 
př ímka 
v pros toru E 3 na průmě tně protíná zobrazenou plo chu pouze 
v j ednom bodě . 
Až dosud byla předpokládána superpozice dvou obrázků 
vzniklých kre s l ením řezů rovnobě žných \ s osou x a ř e zů 
rovnobě žných s osou z .  Při prosté superpozici však vznikaj í 
chyby , které půs obí ruš ivě , viz obr . 7 . 1 . 4 . Z tohoto důvodu j e  
vhodné použí t  tzv . " Z ig-zag " metodu pos tupného kre s l ení , př i 
které chyby nevznikaj í .  Na obr . 7 . 1 . 5 j e  naznačen pos tup kre s l ení 
za předpokladu ,  že bod q je nej blíže pozorovate l i . Celý pos tup 
kre s lení funkcí dvou proměnných s e l iminací neviditelných čás t í  
lze popsat algoritmem 7 . 1 . 3 . 
program HIDDEN; 
const n 4 5 ;  { Počet řezů v os e  x } 
m = 3 0 ;  { v ose y - osa z j e  svislá v tomto programu } 
type 
r s ty = 1 9 9  ; { rozlišení průmě tny na ose 
r s tx = 6 3 9  ; { na ose x } 
mat = array [ 1 . . n , 1 .  . m ] of rea l ; 
vectx = array [ 1 .  . n ]  of real ; 
vecty = array [ 1  . .  m ]  of rea l ;  
rot = array [ 1  . .  3 , 1 . .  3 ]  o f  real ; 
mask = ar ray [ O  . .  r s tx ]  of integer ; 
intmat = array [ 1  . .  n , l . .  m ]  of integer ; 
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y } 
var xp , yp :  integer ; 
fz : mat ;  { pole funkčních hodnot } 
x :  vectx ; { pole hodnot x } 
y :  vecty ; { pole hodnot y } 
MT , MB , MT 1 , MB 1 :  mask ; 
r :  rot ; 
xs c , ys c :  intmat ; 
ax , bx , ay , by : rea l ; 
alfa , beta : rea l ; 
sx, sy , i sx , isy : integer ; 
funct ion EXP MY ( x :  real ) : real ; 
begin i f  x < - 1 0  then EXP MY : = O else EXP MY : �  exp ( x )  
{ toto j e  nezbytné z důvodů možného podte čení } 
{ funkce EXP v Turbo-Pas calu } 
end { EXP MY } ;  
funct ion FCE ( px , py : real ) : rea l ; 
begin FCE : = 8 *  EXP MY ( -40* ( sqr ( px- 0 . 6 ) +sqr ( py- 0 . 3 » ) +  
6 *  EXP MY ( - 3 5 * ( 2 * s qr ( px- 0 . 7 ) +sqr ( py+ 0 . 1 » ) +  
8 . 5 *  EXP MY ( - 1 5 * ( sqr ( px+ 0 . 5 ) +sqr ( py+ 0 . 3 » ) +  
5 *  EXP MY ( - 5 0 * ( s qr ( px- 0 . 1 ) +s qr ( py- 0 . 8 » ) -
2 *  EXP MY ( - 9 0 * ( s qr ( px+ 0 . 6 ) +s qr ( py- 0 . 4 » ) +  
5 *  EXP MY ( - 0 . 2 5 * sqr ( px+4*py- 1 » -
4 *  EXP MY ( -0 . 6 * sqr ( 4*px-py- 1 » + 0 . 4* cos ( 1 2 * px ) -
2 *  s in ( py ) + 1 5  
end { FCE } ;  
funct ion S I GN ( s :  integer ) :  integer ; 
begin if s > O  then S I GN : = l  
end { S I GN } ;  
else i f  s < O  then SIGN: =- l 
else SIGN: =O 
function MIN ( aa , bb : integer ) :  integer ; 
begin i f  aa < =bb then MIN : =aa else MIN: =bb 
end { MIN } ;  
funct ion MIN REAL ( aa , bb : real ) :  real ; 
begin if aa < =bb then MIN REAL : =aa else MIN REAL : =bb 
end { MIN REAL } ;  
function MAX REAL ( aa , bb : real ) :  real ; 
begin i f  aa > =bb then MAX REAL : =aa e l se MAX REAL : =bb 
end { MAX REAL } ;  
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procedure INIT MASKi 
var k: integer i 
begin for k : = O  to r s tx do 
begin MT 1 [ k ] : =  -maxint i  MB 1 [ k ] : =  maxint end 
end { INIT MASK } i  
procedure SET MASKi 
var k: intege r i 
begin MT : =MT 1 i MB : =MB 1 
end { SET MASK } i  
procedure DRAW TO ( x , y :  integer ) i  
var u , v , ix, iy : intege r i  
procedure DRAW STEP i 
begin if ( yp < MB [ xp ]  ) or ( yp > MT [ xp ]  ) then 
begin plot ( xp , yp , l ) i  
end 
if yp > MT 1 [ xp ]  then MT 1 [ xp ] : =YP i 
i f  yp < MB 1 [ xp ] then MB 1 [ xp ] : =yP 
{ nas tavení mas ek } 
end { DRAW STEP } i  
procedure BRESENHAM i 
var a , b , j , d : integer i 
begin if u > v then 
begin { 1 .  , 4 . , 5 . , 8 . oktant } 
a : = 2 *v i  
end 
e l se 
d : =a-u i 
b : =d-U i 
for j : = l to u do 
begin i f  d < O then d : =d+a 
end 
else begin yp : =yp+iY i d : =d+b end i 
xp : =XP+iX i  
DRAW STEP 
begin { 2 . , 3 . , 6 . , 7 . oktant } 
a :  = 2 *Ui 
d : =a-v i 
b : =d-V i 
- 1 1 1  -
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for j : = l to v do 
begin i f  d < O then d : =d+a 
else begin xp : =XP+iXi  d : =d+b end i 
yp : =yp+iY i 
DRAW STEP 
end 
end 
end { BRESENHAM } i  
begin ix : = S I GN ( x-XP ) i  iy : =SIGN ( Y-YP ) i  
u :  =abs ( x-xp ) i 
BRESENHAM 
end { DRAW TO } i 
v :  =abs ( Y-YP ) i 
procedure SET TRANSFORMATION ( alfa , beta : rea l i var r :  r o t  ) i  
var cosa , s ina , cos b , s inb : real i 
begin cosa : = cos ( alfa ) i 
cos b : =cos ( be ta ) ; s ina : = s in ( alfa ) ; s inb : = s in ( beta ) ;  
r [ 1 ,  1 ]  : = c o s a ;  r [ 1 , 2 ] : =-s ina; r [ 1 , 3 ] : = O ;  
r [ 2 , 1 ] : = s ina* cosb;  r [ 2 , 2 ] : =cos a * cosb;  r [ 2 , 3 ] : = - s inbi  
r [ 3 , 1 ] : =s ina* s inb ; r [ 3 , 2 ] : =cosa*sinb i r [ 3 , 3 ] : =cosb 
end { SET TRANSFORMATION } ;  
procedure TRANSFORM ; 
var i , j :  integer i 
xmin , xmax , zmin , zmax , qx , qz :  real i 
pX , pz : array [ 1  . .  n , l . .  m ]  of real ; 
begin 
for i : = l  to n do 
for j : = l to m do 
begin px [ i , j ] : =r [ 1 , 1 ] *x [ i ] +r [ 1 , 2 ] *y [ j ] i  
pz [ i , j ] : =r [ 3 , 1 ] *x [ i ] +r [ 3 , 2 ] *y [ j ] +r [ 3 , 3 ] *fz [ i , j ] i  
end ; 
xmin : =px [ l , l ] ;  xmax : =xmin ; 
zmin : =pz [ l , l ] ;  zmax : =zmin ; 
for i : = l  to n do 
for j : = l to m do 
begin xmax : = MAX REAL ( 
xmin : = MIN REAL ( 
zmax : = MAX REAL ( 
zmin : = MIN REAL ( 
end ; 
xmax , px [ i , j ]  
xmin , px [ i , j ]  
zmax , pz [ i , j ]  
zmin , pz [ i , j ]  
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) ; 
) ; 
) ; 
) 
qx : = r s tx / ( xmax-xmin ) i  
qz : = r s ty / ( zmax-zmin ) i  
for i : = l  to n do 
for j : = l to m do 
begin xs c [ i , j ] : =round « px [ i , j ] -xmin ) *qx ) i 
y s c [ i , j ] : =round « pz [ i , j ] -zmin ) *qz ) i 
end 
end { TRANSFORM } i  
procedure Z I G  ZAG ( sx , sy , isx , isy , nol : integer ) i  
var n 1 : integer i 
begin xp : =xs c [ SX , SY ] i  
yp : =ys c [ SX , SY ] i  
for n 1 : = 1  to nol do 
begin sx : =sx+isX i 
end 
DRAW TO ( xs c [ sx , sy ] , ys c [ sX , SY ] ) i  
sy : = sy-isY i 
DRAW TO ( xs c [ sx, sy ] , ys c [ sx , sy ] ) 
end { Z I G ZAG } i 
procedure FIND VERTEX ( r :  rot i var isx , isy , sx, sy : integer ) i  
const xr array [ 1  . .  4 ]  of real = ( - 1 . , l . , l . , - l ) i  
yr array [ 1  . .  4 ]  of real = ( - 1 . , - 1 .  , l . , l ) i  
var a , b :  real i 
k , l :  integer i 
begin a : = l e 2 0 i  
1 : 
2 :  
3 :  
4 :  
for 1 : = 1 to 4 do 
begin b : =r [ 2 , l ] *xr [ 1 ] +r [ 2 , 2 ] *yr [ 1 ] i  
i f  b < a  then begin a : =bi  k : =l end 
end i 
ca s e  k of 
begin 
begin 
begin 
begin 
end 
i sx : = l i  isy : = l i  sx : =n i sy : = l end i 
i sx : =- l i  isy : = l i  sx : = l i  sy : = l end i 
isx : =- l i  isy : =- l i  sx : = l i  sy : =m end i 
isx : = l i  isy : =- l i  sx : =n i sy : =m end i 
end { FIND VERTEX } i  
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procedure COMPUTE OR LOAD ( var x :  vectxi var y :  vectY i 
var fz : mat ) ;  
{ procedura mus í být změněna v př ípadě čtení dat z disku } 
var dx , dy :  real ; 
i , j :  integer ; 
begin dX : = ( bx-ax ) / ( n- 1 ) ;  
dy : = ( by-ay ) / ( m- 1 ) ;  
for i : = l  to n do 
x [ i ] : =ax+dx* ( i- 1 ) ;  
for j : = l to m do 
y [ j ] : =ay+dy* ( j - 1 ) ;  
for i : = l  to n do 
for j : = l to m do 
fz [ i , j ] : =  FCE ( x [ i ]  , y [ j ] ) ;  
end { COMPUTE OR LOAD } ;  
procedure HIDDEN L INE ( isx, isy, sx , sy :  integer ; 
xs c , ys c :  intmat ) ;  
var i , j , nol , sxx , syy : integer ; 
begin INIT MASK; 
xp : =xs c [ sx ,  sy ] ;  
yp : =ys c [ sx ,  sy ] ;  
SET MASK; 
for i : = 2  to n do 
begin sx : =sx-isx ; 
DRAW TO ( xs c [ sx , sy ] ,  ys c [ sx , sy ] ) 
end ; 
sxx : = s x ;  
syy : =sy;  
for j : = 2 to m do 
begin sy : =sy+isy ; 
DRAW TO ( xs c [ sx , sy ] ,  ys c [ sx , sy ] ) 
end ; 
for j : = 2 to m do 
begin syy : =syy+isy ; 
end ; 
nol : = MIN ( j - 1 , n- 1 ) ;  
SET MASK; 
Z I G  ZAG ( sxx , syy , isx, isy , nol ) 
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for i : = 3  to n do 
begin sxx : =sxx+isx ; 
end 
nol : = MIN ( n- i + 1 , m- 1 ) ;  
SET MASK; 
Z IG ZAG ( sxx , syy , isx, isy, nol ) 
end { HIDDEN LINE } ;  
begin HiRe s ; 
end . 
gotoxy ( 1 0 , 1 0 ) ; wr iteln ( ' Výpočet funkční ch hodnot ' ) ;  
ax : =- l ;  bX : = l ;  ay : =- l ;  by : = l ;  
{ imp l i citní rozsah pro x a y souřadnice } 
COMPUTE OR LOAD ( x , y , fz ) ;  
gotoxy ( 1 0 , 1 2 ) ;  { alfa - okolo osy z ;  beta - okol o  osy x } 
wr iteln ( '  Zadej úhel alfa a beta ve s tupní ch ' ) ; 
readln ( al fa , beta ) ; alfa : =alfa/ 5 7 . 2 9 6 ;  be ta : =be t a / 5 7 . 2 9 6 ;  
SET TRANSFORMATION ( alfa , beta, r ) ;  
wr i t e ln ( ' Trans formace souřadnic ' ) ; 
TRANSFORM ; 
F IND VERTEX ( r , isx , isy , sx , sy ) ;  HiRe s ; 
HIDDEN LINE ( isx , isy, sx, sy , xs c , ys c )  
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El iminace neviditelných povrchů 
Problém e l iminace neviditelných povr chů ,  viz obr . 7 .  1 . 6 . , 
, 
může být ř e š en mnoha způsoby . Pro j ednoduchos t  l z e  opět 
předpokládat , že budou kre s leny řezy funkce paralelní s o s ou x ,  
při čemž kromě funkční ch hodnot budou zadány i intenzity j asu 
v j ednotl ivých bode ch ( intenzitu l ze ur č i t  např . j ako funkci 
úhlu mezi normálou plochy a pozorovatelem ) ,  viz obr . 7 . 1 . 7 . Řezy 
se budou opě t kr e s l i t  pos tupně od pozorovatele směrem dozadu . 
Kromě funkc í  MT a MB repre zentuj ících horní a dolní obrys j e  
nutné zavés t  funkci IC průběhu intenzity právě zpracovávaného 
řezu a funkc i  průběhu intenzity předchozího ř e zu I P .  Pak ř e š ení 
problému e l iminace nevidite lných povr chů lze popsat např . 
algoritmem 7 . 1 . 4 . 
Nutným předpokladem k ce lkové realizaci uvedeného algoritmu 
j e ,  že algoritmus pro generaci úse čky mus í  ne j en poskytovat 
souřadnice bodů, které s e  maj í akt ivovat , ale též i j e j i ch j as .  
Je zřej mé , že j e  nutné změnit odpovídaj í c ím způsobem podprogram 
DRAW STEP , viz algoritmus 7 . 1 . 5 . 
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SOUCQSna 
mas ka Me 
MT : =  -00 i MB : =  OO i  
f o r  k : = l  to po č e t  ř e zů do 
begin 
end 
Kre s l i  funkci f ( x , zk ) s respektováním viditelno s t i  
V x  E < ax , bx > a V x  kre s l i  úse čku z ( x , MC [ x ] , I C [ x ] ) 
do ( x , MP [ x ] , I P [ x ] ) vzhledem k vidite lnos t i ,  p ř i čemž 
interpoluj intenzitu lineárně z IC [ x ]  do I P [ X ] i  
MT : =  max { MT , f ( x , zk ) } Vx E < a , b  > x x 
MB : =  min { MB , f ( x , zk ) } Vx E < a , b  > x x 
{ max , min j s ou funkce , j ej i chž argumenty j s ou } 
{ funkce a výs ledkem j e  opě t  funkce } 
I P  : =  I C i  MP : =  f ( x , zk ) Vx E < a , b  > x x 
{ nas t avení mas ek na konci řezu } 
Algoritmus 7 . 1 . 4 
Na rozdíl od vě t š iny publ ikovaných algori tmů j e  uve dený 
algoritmus j ednoduchý a poměrně snadno realizovate lný . 
Je vhodné poznamenat , že pro cedur a FILL j e  vlas tně 
Bresenhamův algoritmus , který pro dané xp a j edno t l ivé hodnoty 
yp ur č í  hodnoty intenzi ty ,  se kterou s e  �ktivuj e odpovídaj í c í  
bod . Po nakres lení celého řezu j e  nyní nutné t é ž  aktual izovat 
vektory MP a I P ,  kterými j s ou repre zentovány odpovídaj í c í  
funkce . 
procedure DRAW STEPi  
begin if yp < M 1B [ xp ]  then M1B [ xp ] : =YP i 
i f  yp > M 1T [ xp ]  then M1T [ xp ] : =yp 
i f  ( yp < MB [ xp ] ) or ( yp > MT [ xp ] ) 
then F I LL ( xp , yp , MP [ xp ] , i , I P [ xP ] ) i  
end i 
{ z ( xp , yp )  do ( xp , MP [ xp ] ) akt ivuj body } 
{ s intenzitou i do intenzity I P [ xp ]  } 
{ pokud souřadni ce yp j e  nad nebo pod } 
{ j iž nakre s lenou plo chou viz obr . 7 . 1 . 8 } 
MC [ xp ]  YP i 
I C [ xp ]  : =  i 
Algor itmus 7 . 1 . 5 
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Řešení problému e l iminace nevidite lných čás t í  vrs tevnic 
( izolinií )  zobrazovaných nikoliv j ako pohled shora na funkci 
repre zentovanou s ous tavou vrs tevnic , ale pod něj akým úhlem,  j e  
v literatuře pop s áno j en zř ídka , viz např . [ 2 0 ] , neboť zahrnuj e 
řešení více úloh naj ednou . Prvním problémem j e  ř e š ení vrs tevnic 
samotných , t j . hledání kř ivek takových , že : 
f ( x , z )  = c 
P 
p = l ,  . . .  , r  
kde c j e  zvolená hodnota ur čuj ící vlas tně " výšku "  vr s tevnice . p 
Druhým problémem j e  pak ř eš ení problému viditelno s t i  v r s t evnic ,  
t j . ur čení bodu, kde vrs tevnice " zachází za ' obrys p l o chy " , t j . 
přes tává být viditelná . Třetím problémem j e  pak kre s lení s i luety 
( obrysu ) v př ípadě , že není kres lena s í ť ,  která s iluetu vytvář í ,  
viz obr . 7 . 1 .  9 .  
Z důvodů j ednoduchos t i  algor itmu budeme předpokládat , že 
každá vr s tevni ce může mít j en dva průs e č íky s hranicí " po l í čka " 
sítě , která j e  opět v rovině zx . Předpokl áde j me ,  že s e  bude 
kre s l it pomo cí metody " Z ig-zag " , a to odpředu směrem dozadu . 
Dále pak ,  že hodnoty j ednotlivých vrs tevnic j s ou uspořádány 
vzes tupně , t j . plat í : 
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p = 1 , . . .  , r - 1  
Ce lý pos tup může být reprezentován algoritmem 7 . 1 . 7 .  
MT : =  -00 ; MB : =  00 ;  
for k : = 1  t o  p o č e t  políček s ítě do 
begin 
for p : = l  to počet vrs tevnic do 
begin Vypočti průs e č íky p-té vrstevnice s hranicí 
k-tého pol í čka s ítě ; 
end ; 
Kre s l i  spoj nice průs e číků s respektováním 
viditelno s t i ;  
Kre s l i  zadní hranice zpracovávaného pol í čka s ít ě  
s respektováním viditelnos t i ;  
nas tav MT a MB tak ,  aby vyj adřovaly horní a dolní obrys 
end ; 
Algor itmus 7 . 1 . 7 
Z uvedeného j e  zřejmé ,  že s e  opě t  s výhodou používá p ř íkazu 
kre s l ení ús e čky vzhledem k viditelnos ti . 
\ 
Uvedené algor itmy j e  možné poměrně snadno modifikova t  pro 
troj úhe lníkovou s í ť ,  která vznikne diagonálním půlením p o l í ček 
dř íve uvažované nepravide lné obdélníkové s í tě . 
Obr . 7 . 1 . 9 
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V př ípadě obe cné nepravide lné s ítě j e  pak nutné prové s t  vhodné 
uspoř ádání hran , což pods tatně zpomaluj e rychlos t ř e š ení daných 
problémů . Ni cméně i přes toto zpomalení j e  ř e š ení rychl e j š í  než 
př i použití obe cně j š ích algoritmů .  
Zobrazování pr izmatických diagramů 
Prizmat i cké diagramy j sou spe ciálním př ípadem s l oupe čkových 
diagramů , kdy půdorys s loupe čku není obdélníkem, ale j e  obe cně 
nekonvexním n-úhe lníkem . Prizmati cké diagramy se ve lmi často 
používaj í ve spoj itosti s kartografi ckými či j inými údaj i ,  např . 
výška ukazuj e hus totu obyvatels tva apod . , a proto s e  t é ž  někdy 
nazývaj í  pr izmati ckými mapami , viz obr . 7 . 1 . 1 0 .  
Řeš ení uvedeného problému j e  j iž poněkud s ložitě j š í ,  neboť 
pořadí kr es lení j ednotlivých ús eček není možné ur č i t  dop ř e du ,  
avš ak j ednot l ivé 
kr itéria . To 
hrany mus e j  í 
znamená , že 
být 
od 
uspořádány podle 
algor itmu s 
ur č itého 
l ineární 
složito s t í  o ( n ) , kde n je počet hran , se dos táváme k al gor i tmu 
složitě j š ímu , obe cně s e  s ložitostí o ( n . log 2n ) . I přes  toto 
zvýšení s ložitos t i  j e  s tále výhodně j š í  odvod i t  spe ciální 
algoritmus , neboť obe cný algor itmus pro e l iminac i  neviditelných 
hran j e  s l ožitosti o ( n2 ) ,  což při 1 0  0 0 0  �pracovávaných hranách 
j iž není zanedbate lné . 
Obr . 7 . 1 . 1 0 
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7 . 2 Robertsův a lgor i tmus 
Ře šení problému e l iminace nevidite lných hran a povr chů j e  
v obe cném př ípadě ve lmi kompl ikované . Eliminace nevidite lných 
hran a povr chů u konvexních těles ohrani čených rovinami j e  
poměrně j ednoduché , neboť v tomto př ípadě lze t ě l e s o  vyj ádř it 
j ako průnik polopros torů , j e j ichž hranicí j sou roviny 
ohrani čuj í c í  dané těleso . Rober tsův algoritmus ř e š í  problém 
e l iminace nevidite lných hran a povr chů u s cén s konvexními 
tělesy , j e j i chž plo chy j s ou planární . Řeš ení tohoto problému j e  
real izováno e l egantním matematickým pos tupem pomo c í  pos tupů 
lineárního programování . 
t j . 
Každý poloprostor j e  obe cně dán nerovnicí 
[ a , b , c , d ] . 
T > O v • x -
T [ x , y , z , l ] � O  
T kde : v j e  vektor koeficientů [ a , b , c , d ] 
Konvexní t ě l e s o  j e  pak dáno j ako průnik polopros torů, a l z e  t e dy 
psát 
vT . x � O 
v [ �1  
' 
� 1 ' � 1 
' � l 1 [ :n = a , bn ' cn ' dn n kde 
j e  mati c í ,  j e j íž každá ř ádka reprezentuj e j ednu rovinu 
ohrani čuj í c í  dané těleso . V dalš ím budeme předpokládat , že 
roviny j s ou or ientovány tak ,  že 
V i  T > O v .  xI 1 
3 i  T < O v .  Xo 1 
3 i  T O & v .  Xs = 1 
kde xI j e  libovolný bod uvnitř těle s a ,  
Xo j e  libovolný bod vně těle s a ,  
'v' j '* 
Xs j e  libovolný bod na povr chu tě le sa . 
i T > O v .  Xs J 
Pokud není or ientace rovin ( tedy i polopros torů ) pře dem ur čena , 
j e  nutné vybrat bod x ,  který j e  uvnitř , a prové s t  kontrolu,  
j e-li : 
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T > O 'V i  v .  x l 
V př ípadě , že 
T < O v .  X l 
j e  nutné nahradit vektor v� vektorem l T - V . , t j . změni t  znaménka l 
u koeficientů ai , bi , 
j ednoduché vzhledem ke 
c . , d . .  l l Ur čení vnitřního bodu j e  vce lku 
konvexnos t i . Jsou-l i x .  a x .  vr choly l J 
konvexního tělesa , které neleží na s t e j né rovině , pak bod 
x = ( x .  + X .  l J 
j e  vni třním bodem těles a .  
) / 2 
Na základě předchozích vztahů j e  pak možné p ř ímo e l iminovat 
ty roviny , které ohrani čuj í polopros tory a které j s ou 
" odvr ácené " od pozorovatele . 
Uvážíme - l i  paralelní proj ekc i ,  t j . pozorova t e l  j e  
v nekone čnu , lze pozici repre zentovat pomocí vektoru : 
T x = [ O , O ,  - 1  , O ] P 
který zároveň ur čuj e pozici tes tovacího bodu . 
Vektor xp repre zentuj e po přepočtu z homogenních s ouřadnic 
libovolný bod na rovině z = - 00  , tj . libovolný bod ( x , y , -oo ) . Pak 
pro r oviny , r eprezentované vektorem 
od pozorovatele , platí : 
T v .  x < O 
J p 
V .  , 
J 
které j s ou " odvrácené " 
Z r ovnice vyplývá , že uvedená podmínka j e  ekvivalentní podmínce : 
c .  > O 
J 
Uvedený pos tup j e  patrně ne j j ednoduš š ím algoritmem pro e l iminac i  
nevidite lných ploch a j sou- I i  plochy obe cně nekonvexního t ě l e s a  
orientovány , l ze j e j využít k pods tatnému zrychlení algor i tmu . 
Tímto způsobem l ze e l iminovat vše chny nevidite lné p l o chy 
konvexního t ě l es a .  Hrany , které j sou tvořeny průs e čn i c í  dvou 
neviditelných ploch ,  j e  možné ods tranit j ednoduchým pos tupem . 
I když j e  po chopitelně nutné ur čit vr choly daného konvexního 
těles a ,  j e  vhodné spolu s maticí mít zaznamenány informace , 
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které hrany a které body leží na které ploše . Pokud roviny P l ' 
P2 ' P 3 reprezentované vektory v l  ' v2 ' v 3 s e  protínaj í v bodě 
x, pak mus í  platit : 
T v l  . x = O T v2 . x = O 
T v 3 . x = O 
Přepsáním do mat i cového tvaru při použití homogenních s ouřadnic 
lze psát 
B • x = r 
kde 
s = [ O , O 
při čemž d > O j e  měř í tkový faktor . 
T r = [ O , O , O ,  d ] 
Vynás obením r ovnice maticí inver zn í ,  t j . - 1  B , obdrž íme 
- 1  x = B • r 
Z analýzy rovnice vyplývá , že vr chol j e  vlas tně ur čen pos l e dn ím 
- 1  s loup cem mat i ce B . 
Nyní j e  nezbytné zj istit , zdali j ednot l ivé hrany nej s ou 
zakryty j iným tělesem.  To znamená, že j e  nutné porovnat každou 
hranu vůči os tatním těm těle sům na s céně , ' ke kterým tato hr ana 
nepat ř í . Ke zrychlení tohoto procesu lze použí t  tzv . " z- s or t " 
a te s ty typu minmax , které podstatně urychluj í proces 
zj i š ťování , zdali hrana může být zakryta j iným t ě l e s em .  
Hranu tělesa l ze vyj ádřit pomocí parame tri cké rovnice 
v = s + d . t 
kde : v j e  vektor bodu na přímce , s j e  vektor počáte čního bodu 
a d j e  směrový vektor př ímky . Je-li tato hrana zakryta , pak j e  
nezbytné ur č i t  ty hodnoty parametru t ,  pro · které j e  zakryta . 
Vyj ádříme - l i  svazek př ímek mezi pozorovatelem a body x ( t )  
ležícími na ús e č ce x 1x2 pomocí parame trické rovnice s parametrem 
a ,  pak ( viz obr . 7 . 2 . 1 . a ) 
Q ( a , t )  = v + 9 . a = s + d . t + 9 . a t E ( O , l >  
kde 9 j e  směr ový vektor me zi bodem na ús e č ce a pozorovate lem 
v j e  vektor bodu na ús e č ce x 1x2 . 
Vzhledem k použití parale lní proj ekce plat í , že : 
T g = [ O , 0 , 1 ,  O ]  
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To znamená , že Q ( a , t )  repre zentuj e čás t roviny v E3 a parametry 
a a t j ednoznačně ur čuj í pozici bodu na této p l oš e . Chceme - l i  
ur čit čás t úse čky , která j e  zakryta j iným tělesem,  pak lze 
využít s výhodou opě t  skalárního součinu . 
Označ íme - l i  
h = B Q ( a , t )  
pak h = B s + t B d + a B • 9 
t E < O 1 > & a � O 
a označíme- l i  
p = B • s q B . d w = B • 9 
l ze psát : 
h = P + t . q + a . w t E < O , 1 > & a � O 
Je-li 
h .  = p .  + t . p .  + a . w .  > O 
J J J J 
t E < O , · 1 > & a � O 'V j 
pak daný 
maticí B .  
bod j e  
Vzhledem 
zakryt tělesem, 
k tomu ,  ž e  
které 
hledáme 
j e  reprezentováno 
hodnoty parame trů 
\ 
t E < t l ' t 2 > ,  pro které j e  zkoumaná úse čka zakryta t ě l e s em ,  
j e  nutné ř e š i t  sous tavu nerovnic : 
h .  > O 
J 
'V j 
Hrani čním př ípadem mezi vid i telností a nevidite lno s t í  bodu j e  
př ípad , kdy hj = O ,  t j . bod leží na rovině . Položíme - l i  
h .  = O & h .  = O 'V i , j & i * j 1 J 
dos táváme s ous tavu n ( n- 1 ) / 2 rovnic , které j e  nutné ř e š i t  
vzhledem k proměnným t a a ,  při čemž j e  nezbytné tes tova t , zdal i : 
t E < O , 1 > & a � O & 'V k * i , j 
Apl ikací uvedeného pos tupu na vše chny plo chy h .  a h . obdr ž íme 1 J 
interval hodnot parametru t ,  který ur čuj e tu čás t ús e čky ,  která 
je zakryta daným tě lesem . Pos tup lze zapsat algor i tmem 7 . 2 . 1 .  
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procedure TEST ( i , j :  integer i t :  real ) i  
var k :  integer i { kontrola podmínek hk> O ,  nas tavení tmin , tmax } 
begin for k : = l  to n do 
i f  ( k  * i )  and ( k  * j )  then i f  hk < O then EX1T i  
i f  t < t .  then t . t i  if t > t then tmax t mln mln max 
end { TEST } i 
t .  : =  1 ·  t - 1 ,· mln ' max 
for i : = l  to n- 1 do 
for j : =i+ 1 to n do 
begin { plat í ,  že i * j } 
end i 
SOLVE ( h .  = O ,  h .  = O , t , a ) i  1 J 
{ ř e š ení sous tavy dvou rovnic o neznámých t a a } 
if ( a  � O )  and ( t  E < 0 , 1 »  then TEST ( i , j , t ) 
Algor itmus 7 . 2 . 1 
Z dosud uve deného vyplývá, že proces j e  ve lmi s ložitý z hlediska 
výpočtové náro čnos t i . Je tedy nanej výš žádoucí j e j urychl i t ,  což 
znamená naj í t  taková kr itéria , která umožní detekovat ty 
př ípady , kdy j e  úse čka zcela viditelná . 4ze ukázat , nap ř . viz 
[ 94 ] , [ 1 0 9 ] ,  že j sou-li pro něj aké j splněny podmínky 
w .  � o 
J 
& p .  � o 
J 
& p .  + q .  � o 
J J 
pak daná ús e čka j e  zcela viditelná . Tyto podmínky zaj i s t í ,  že 
relace 
h .  � O 
J 
nemůže být s plněna pro žádné t E < O , 1 > a a � O .  Tedy žádná 
čás t ús e čky nemůže být zakryta a tudíž celá ús e čka j e  vidite lná . 
Tes t  na zj ištění , zda úse čka j e  zcela neviditeln á ,  není j iž 
triviální a j e  nutné apl ikovat výš e uvedený pos tup . 
Rober tsův algoritmus může být rozdě len v zás adě do t ř í  
čás t í ,  a to : 
odstranění nevidite lných hran a povr chů při uvažování pouze 
s amotného konvexního těle s a ,  
- porovnání hrany a os tatních těles a nalezení zakrytých čás t í ,  
- nalezení hran vznikaj í cích v př ípadě , ž e  s e  t ě l e s a  protínaj í ,  
t j . nale z ení průs e čnic dvou těle s . 
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Algoritmus předpokládá , že s céna obsahuj e pouze konvexní t ě l e s a ,  
která j s ou tvořena planárními s těnami . Každá s těna j e  ur čena 
hranami , které j sou definovány koncovými body . Rober tsův 
algor i tmus není pr lmo použitelný pro kompl ikovaněj š í  s cény , 
neboť j eho výpoč tová s ložitos t j e  o ( n2 ) ,  a proto byly vyvinuty 
různé modifikace , které aplikuj í rozdělení s c ény do menš í ch 
čás t í  a tím snižuj í výpo četní s ložitos t na téměř l ineární , viz 
[ 8 8 ] ,  [ 1 0 9 ] . Zás adní nevýhodou je však ome zení na konvexní 
těle s a .  Nicméně Robe r tsův algor itmus názorně ukazuj e ,  j aké 
matematické prostředky mohou být použity i v j iných algor i tme ch . 
Př íklad1 
Předpokláde j me ,  že j e  dáno 6 rovin popisuj í c í ch krychl i ,  
a to : 
P l : x 
= 1 / 2 P 2 : x 
= - 1 / 2  
P 3 : y 
= 1 / 2 P4 : y 
= - 1 / 2  
P 5 : z· 
= 1 / 2 P 6 : z 
= - 1 / 2 
Rovnice roviny P l ' viz obr . 7 . 2 . 1 . b , j e  pak : 
2 x - I = O 
Celková mati ce V definuj ící konvexní těleso má pak tvar 
V = 
Vybereme - l i  
2 
O 
O 
- 1  
vnitřní 
2 O 
O 2 
O O 
1 - 1  
bod x 
O O O T 
2 O O 
O 2 2 
1 - 1  1 
= ( 0 . 2 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 )  za tes tovací 
pak v homogenní ch s ouřadnicích je ur čen pomo cí vektoru : 
x = [ 1 , 1 , 1 4 ] T , 
Nyní j e  nutné ur č i t  orientaci j ednotl ivých ploch,  a to : 
2 2 O O O O T 1 
O O 2 2 O O 1 
V . x = O O O O 2 2 1 
- 1  1 - 1  1 - 1  1 4 
= [ - 2  , 6 , - 2  , 6 , - 2  , 6 ]
T 
- 1 2 7  -
bod , 
") 
r :; , ' =. '  
Obr . 7 . 2 . 1 
y 
b) 
Je tedy nutné vynás obit I . , 3 . , 5 .  řádek matice V kons tantou - I , 
t j . obrátit or ientaci dané plo chy . Takto modifikovaná mat i c e  V 
pak repre zentuj e konvexní těleso . 
V = 
Nyní 
V • 
- 2  2 O O O O T 
O O - 2  2 O O 
O O O O - 2  2 
1 1 1 1 1 1 
T x = [ 2 , 6 , 2 , 6 , 2 , 6 ] 
Je zřejmé , že v př ípadě geometri ckých transformací j e  nutné 
geome t r i cké trans formace aplikovat ne j en na j ednot l ivé r oviny , 
ale i na body . 
Předpokláde j me ,  že chceme posunout danou krychli v kladném 
směru osy x ,  t j . mat i ce T vyj adřuj ící posuv má p ř i  p oužití 
homogenních s ouřadnic tvar : 
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x 
1 O O 3 
O 1 O O T = O O 1 O 
O O O 1 
Pak mat ice V'  definuj ící konvexní těleso po posunutí j e  
definována j ako : 
- 2  2 O O O O T 1 O O - 3  
- 1  O O - 2  2 O O O 1 O O V '  = V . T = O O O O - 2  2 O O 1 O 
1 1 1 1 1 1 O O O 1 
- 2  2 O O O O T 
O O - 2  2 O O 
V '  = O O O O - 2  2 
7 - 5  1 1 1 1 
Jestliže nyní použij eme původní bod 
k tes tování or ientace , pak dos táváme : 
V ' . x = [ 2 6  , - 1 8  , 2 , 6 , 2 , 6 , ] T 
To znamená , že bod ( 0 . 2 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 )  leží vně daného n-úhe lníka . 
pak 
V př ípadě , že i na bod x apl ikuj eme operaci posuvu , t j . 
T x '  = T • x = [ 1 3  , 1 , 1 , 4 ] 
V '  . x ' = [ 2 , 6 , 2 , 6 , 2 , 6 ] T 
což j e  výs ledek o čekávaný , �eboť bod x' j e  uvni t ř  daného 
konvexního t ě l e s a . 
Analogi cky j e  možné pos tupovat i v př ípadě trans formace 
rotace . Budeme - l i  danou krychl i otáčet o úhe l � = rr / 4  okol o  osy 
y, pak trans formační matice má tvar : 
cos � 
O 
- s in � 
O 
O 
1 
O 
O 
s in � 
O 
cos � 
O 
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O 
O 
O 
1 
cos <P o -sin <P O 
- 1  O 1 O O R ( <p )  = s in zx <P O cos <P O 
O O O 1 
{2 / 2  O {2 / 2  O 
O 1 O O 
R ( rr / 4 )  = {2 / 2  {2 / 2  zx O O 
O O O 1 
{2 / 2  O - {2  / 2  O 
- 1  O 1 O O Rzx ( rr / 4 )  
= {2 / 2  {2 / 2  O O 
O O O 1 
Pak matice V "  reprezentuj ící konvexní těleso po rotaci má tvar 
V "  V • - 1  = R = zx 
- 2  2 O O O O T {2 / 2  O - {2 / 2  O 
O O - 2  2 O O O 1 O O 
{2 / 2  {2 / 2  = O O O O -2  2 O O 
1 1 1 1 1 1 O O O 1 
- {2  {2 O O - {2  {2 T 
O O - 2 2 O O 
{2 - {2  O O - {2 {2 
1 1 1 1 1 1 
Uvážíme-li nyní pozici pozorovatele v bodě [ O , O , 1 , O ] T , t j . 
pozorovate l  j e  v poloze z = 00 ,  j e  tes tovací bod ur čen j ako 
x = [ O , O , - 1  , O ] T 
a tedy : 
V " . x = [ - {2 , {2 , O , O , {2 , - {2 ] T 
To znamená , že 1 .  a 6 .  rovina j s ou nevidite lné . 
Je z ř e j mé ,  že místo trans formace matice V repre zentuj í c í  
dané t ě l e s o  j e  možné transformovat tes tuj ící bod , a tedy : 
- 1 3 0  -
Pak 
{2 / 2  O - {2 / 2  O 
- 1  O 1 O O x ' , R . x = {2 / 2  {2 / 2  zx O O 
O O O 1 
x "  = {2 / 2  . [ 1 , O , - 1  , O ]T 
v . x "  T = [ - {2 , {2 , O , O , {2 , - {2 ] 
což j e  výs ledek o čekávaný . 
O 
O 
- 1  
O 
Je tedy zře j mé , že hrana , která j e  průs e čnicí 1 .  a 6 .  
plochy ,  nemus í být tes tována zdali j e  vidit e lná , neboť 
průs e čnice dvou neviditelných ( zakrytých ) ploch j e  neviditelná 
též . 
Př íklad2 
Předpokláde j me ,  že j e  opě t  dána krychle z předchoz ího 
př íkladu v základní poloze , viz obr . 7 . 2 . 2 . , a úse čka s koncovými 
body x l a x2 a chceme ur čit , která čás t �se čky j e  zakryt a . Je 
tedy dáno : 
x l 
= [ - 2  O - 2  1 ]T , , , x2 = [ 2 O , , - 2  , 1 ]
T 
- 2  2 O O O O T 
O O - 2  2 O O 
V = O O O O - 2  2 
1 1 1 1 1 1 
přičemž předpokl ádáme , že pozorovatel j e  v bodě ( x , y , -oo ) . Pak 
lze psát , že 
g = [ O , O , 1 , O ] T 
a 
s = [ - 2  , O , - 2  , 1 ] T 
Pak j ednot l ivé koeficienty ur čuj ící 
p = V s = 5 , - 3  1 1 5 
q = V d = - 8  , 8 O O O 
w = V g = [ O , O , O O - 2  , , 
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T d = [ 4 , O ,  O ,  O ] 
výraz pro h .  lze ur č i t  j ako : 
J 
- 3  ] T 
O ] T 
2 ] T 
Nerovnos t i  h .  > 
J 
5 -
- 3 + 
1 
1 
5 
- 3 
O 
8 t  
8 t  
l ze vyj ádřit rozepsáním takto : 
> O 
> O 
> O 
> O 
- 2a > O 
+ 2a > O 
zokryta' část 
I >I." I >k2. 
----------�--��------------(-2, -2.) VI (2 2) � 3 1 , 
I 
I 
I 
I 
I 
o 
Obr . 7 . 2 . 2 
x 
Uvedenou s oustavu nerovni c  lze řešit graficky ,  viz obr . 7 .  2 .  3 ,  
v pros toru a a t .  
Je z ř e j mé ,  že nerovni ce 
h > O 
j sou splněny pouze uvnitř oblas ti dané kar té zským součinem : 
t E < 3 / 8  , 5 / 8  > x a E < 3 / 2  , 5 / 2  > 
To znamená , že daná ús e čka j e  nevidite lná z dané pozice 
pozorovatele pro t E < 3 / 8  , 5 / 8  > a viditelné části j s ou t e dy 
pro t E < O , 3 / 8  > a t E < 5 / 8 , 1 > .  Pak lze ur č i t  j ednot l ivé 
koncové body úseků takto : 
x3 
= s + d . t = [ - 1 / 2  O - 2  1 ] T 
x4 
= s + d . t = 1 / 2  O - 2  1 ] T 
- 1 3 2 -
�tt" -1é 
, 
t. narovnice 
t 
b. netro.,,,ice 
.f. ne rovnIce 
Obr . 7 . 2 . 3 
Př íklad3 
Uvažme nyní opět s te j nou krychl i v základní poloze a j inou 
ús e čku , která j e  opět dána svými koncovými body , a to : 
X l  = [ 1 , O , - 1  , 1 ] T 
viz obr . 7 . 2 . 4 .  
Pak vektory s a d j sou dány : 
s = [ 1 ,  O 
přičemž vektor 9 reprezentuj ící polohu 
9 = [ O O , 1 , O ] T 
Vektory p , q , w j s ou ur čeny takto : 
p = V s = [ - 1  , 3 1 1 3 
q V d = [ 2 - 2  O O O 
w = V 9 = [ O O , O , O , - 2  
T O , - 1  , 1 ] 
d = [ - 1  , O , O , O ] T 
pozorovatele j e  opě t :  
- 1  ] T 
O ] T 
2 ] T 
Rozeps áním vektorové nerovnice h > O do s ložek dos t áváme : 
- 1 + 2 t  > O 
3 - 2 t  > O 
1 > O 
1 > O 
3 2a > O - 1 + 2a > O 
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Grafi ckým ř e š ením opě t  dos táváme oblast hodnot parame trů t a a ,  viz 
n h r  7 ? " 
1� 
i 
- fl 
- t  
� 
� �  
1. "�rovr/lÚ 
přidane.' omez�n/ 
t � 1  
2 .  nerovmúz 
� � s. nq.rovn ict. 
� «, lit ��"""""'" �""��''''�T � . �I 
J . '" I � a �ne.viditelno � � � 
l'ost cI. := 1jz ��,������, ��,�_........-- 6 . nerovnlu 
� � � 1z r )( 
Obr . 7 . 2 . 4 
I� h � . 1 
t.,= 'Yz -1 tJ :: 'Iz.  
Obr . 7 . 2 . 5 
t 
-
Je zřejmé ,  že hodnota t l = 3 / 2  mus í být odmítnuta ,  
hodnoty parametru t mus í platit , že t E < O , 1 > .  
neboť pro 
Pak tedy 
parametru viditelná č á s t  ús e čky j e  ur čena hodnotami 
t E < 1 / 2  , 1 > a nevidite lná část j e  ur čena hodnotami parametru 
t tak ,  že t E < O 1 / 2  > .  Bod x3 j e  pak ur čen takto : 
x = s + d . t  = [ 1 / 2 , O , - 1  , 1 ]
T 
což j e  výs ledek očekávaný, viz obr . 7 . 2 . 4 . 
Př íklad4 
Předpokládej me ,  že j e  dána opě t  krychle v základní poloze 
a ús e čka , která j e  dána svými koncovými body x l a x2 tak, že 
př ímka protíná krychli ( j de tedy o př ípad , kdy s e  p l o chy 
j ednot livých těles  protínaj í ,  viz obr . 7 . 2 . 6 . ) , p ř ičemž : 
X l = [ 1 , O , 2 , 1 ] 
T 
Pak vektory s a d j s ou dány : 
s = T [ 1 , 0 , 2 , 1 ] 
T x2 = [ - 1  , O , - 2  , 1 ] 
T d = [ - 2 , O , - 4  , O ] 
při čemž vektor 9 reprezentuj ící polohu pozorovatele j e  opě t :  
9 = [ O , O , 1 , O ]
T 
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Vektory p , q , w j sou ur čeny takto : 
p = V s = [ - 1  , 3 1 1 - 3 , 5 ] T 
q = V d = [ 4 -4 O O 8 - 8  ]
T 
w = V 9 = [ O O , O , O , - 2  2 ]
T 
Rozepsáním vektorové nerovnice h > O do s ložek dos táváme : 
- 1 + 4t 
3 - 4t 
1 
1 
- 3 + 8 t  
5 - 8 t  
> O 
> O 
> O 
> O 
- 2a > O 
+ 2a > O 
xz------t - 1 
čóst neviti,te/no" 
( %tt /o-y ttt' tě/e�em) 
čost procha'zej'G/ ' 
těkzsa,m 
2 1-- ---..... Jt "  
Obr . 7 . 2 . 6 
Řešení uvedené s oustavy nerovnic j iž není tak tr iviáln í , neboť 
hodnoty parame trů t a a j s ou mezi s ebou svázány . Grafické ř e š ení 
j e  uve deno na obr . 7 . 2 . 7 . 
Je zř e j mé , že rozsah hodnot parametrů t ,  pro které j e  daná 
úse čka neviditelná , j e  ur čen j ako t E < 3 / 8  , 3 / 4 > a ús eky 
vidite lné čás t i  j s ou ur čeny parametrem t takto : 
- 1 3 5  -
t E < o , 3 / 8  > t E < 3 / 4 , 1 > 
1 
pfiolrl".'  Itran ice 
o( � O  
t 
Obr . 7 . 2 . 7  
Př íkladS 
Uvažme opět danou krychli a dvě úse čky dané koncovými body 
x 1x2 a x3x4 ' kde 
Xl = [ - 2  O 2 1 ] T x2 [ 2 O 2 , 1 ] T 
x 3 = [ - 1  1 1 1 
] T x4 = [ 1 1 - 1  , 1 
] T 
viz obr . 7 . 2 . 8 .  
Pak pro úse čku x 1x2 j s ou vektory s a d dány 
s = [ - 2  , O , 2 , 1 ]
T d = [ 4 , O , O , O ]
T 
přičemž vektor 9 repre zentuj ící polohu pozorovatele j e  opě t : 
9 = [ O , O I 1 , O ] T 
- 1 3 6 -
Vektory p , q , w j sou ur čeny takto : 
p = V s = [ S , - 3 , 1 , 1 , - 3 S ] T 
q = V d = [ - 8  , 8 , O , O , O O ] T 
w = V 9 = [ O , O , O , O , - 2  2 ] T 
Poznamene j me ,  že 
Ws � O & P s � O & P s + q s � O 
a tedy daná ús e čka j e  zcela viditelná . 
x 
z. 
Obr . 7 . 2 . 8  
Uvážíme- l i  ús e čku x 3x4 , pak dos táváme pro vektory s a d :  
s = [ - 1 ,  1 , 1 , 1 ]
T 
d = [ 2 , O , - 2  , O ] 
T 
při čemž vektor 9 reprezentuj ící polohu pozorovatele j e  opě t : 
9 [ O , O , 1 , O ] T 
Vektory p , q , w j s ou ur čeny takto : 
p = V s = [ 3 , - 1  - 1  , 3 , .. 1 , 3 ] T 
q V d = [ -
4 , 4 , O , O , 4 - 4 ] T 
w = V . 9 = [ O , O , O , O , - 2  , 2 ] T 
- 1 3 7 -
Nyní plat í , že : 
& & 
a t edy zkoumaná úse čka j e  také z cela viditelná . 
Příklad6 
Pro demonstraci Robertsova algor i tmu uvažuj me j ednoduchou 
s cénu [ 1 0 9 ] ses távaj ící se pouze ze dvou kvádrů , viz 
obr . 7 . 2 . 9 . a .  
8 
10  
1 2  I I I I  : 1 
� J. _ _ _  , � � 2 4 
a b c 
= --
Obr . 7 . 2 . 9  
vr chol 1 2 3 4 5 6 7 8 
x O 2 2 O O 2 2 O 
Y O O O O 6 6 6 6 
z 1 1 3 3 1 1 3 3 
souřadnice vr cholů tělesa 1 
vr chol 9 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  
x 1 3 3 1 1 3 3 1 
Y 2 2 2 2 4 4 4 4 
z O O 4 4 O O 4 4 
souř adnice vr cholů tělesa2 
Tabulka 7 . 2 . 1 
- 1 3 8  -
hrana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  1 2  
vr chol 1 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 
vr chol 2 2 3 4 1 6 7 8 5 5 6 7 8 
hrany tělesa 1 
hrana 1 3  1 4  1 5  1 5  1 7  1 8  1 9  2 0  2 1  2 2  2 3  2 4  
vr chol 1 9 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  9 1 0  1 1  1 2  
vrchol 2 1 0  1 1  1 2  9 1 4  1 5  1 6  1 3  1 3  1 4  1 5  1 6  
hrany tělesa2 
Tabulka 7 . 2 . 2 
n-úhelník hrany n-úhe lník hrany 
1 2 ,  1 1 ,  6 ,  1 0  7 1 4 ,  2 3 ,  1 8 ,  2 2  
2 4 ,  1 2 ,  8 ,  9 8 2 1 ,  2 0 ,  2 4 ,  1 6  
3 5 ,  6 ,  7 ,  8 9 1 7 ,  1 8 ,  1 9 ,  2 0  
4 1 ,  2 ,  3 ,  4 1 0  1 3 ,  1 4 ,  1 5 ,  1 6  
5 3 ,  1 2 ,  7 , 1 1  1 1  1 5 ,  2 4 ,  1 9 ,  2 3  
6 1 ,  1 0 ,  5 ,  9 1 2  1 3 ,  2 2 ,  1 7 ,  2 1  
tabulka n-úhelníků ( s těn ) 
Tabulka 7 . 2 . 3 
Předpokláde j me nyní , že danou s cénu otočíme · ne j dř íve o úhe l </> 
okolo osy y .  Matice rotace má tvar : 
cos </> O s in </> O 
O 1 O O 
Rzx ( </»  
= 
- s in </> O cos </> O 
O O O 1 
Poté otočíme s cénu o úhe l ť} okolo osy x .  Tato trans formace j e  
pak reprezentována maticí : 
1 O O O 
O cos ť} - s in ť} O 
R ( ť} )  = s in yz O ť} cos ť} O 
O O O 1 
- 1 3 9  -
s in 
R ( 'lJ , (j» - cos 
Položíme - l i  např . (j> 
R ( rr / 1 2 , -rr / 6 )  = 
cos 4> 
'lJ 
'lJ 
O 
= 
s in 4> 
s in 4> 
-rr / 6  a 'lJ 
0 . 8 6 6  
- 0 . 1 2 9  
0 . 4 8 3  
O 
= 
o 
cos 'lJ 
s in 'lJ 
O 
rr / 1 2 ,  
o 
0 . 9 6 6  
0 . 2 5 9  
O 
-
pak 
s in 4> 
s in 'lJ cos (j> 
cos 'lJ cos (j> 
O 
dos táváme : 
- 0 . 5 
- 0 . 2 2 4  
0 . 8 3 7  
O 
O 
O 
O 
1 
O 
O 
O 
1 
Trans formuj eme - l i  nyní souřadnice bodů každého tě l e s a ,  které 
j s ou repre zentovány pomo cí mati c  ( l ) x a ( 2 ) x ,  dos t áváme : 
Po pronásobení pak 
- 0 . 5 1 . 2 3 2  0 . 2 3 2 - 1 . 5 
- 0 . 2 2 4  - 0 . 4 8 3  - 0 . 9 3 3  - 0 . 6 7 2  
0 . 8 3 7 1 . 8 0 2  3 . 47 5 2 . 5 1 0  
1 1 1 1 
0 . 8 6 6  
1 . 8 0 2  
1 .  0 0 1  
1 
2 . 5 9 8  
1 .  544  
1 . 9 6 7  
1 
0 . 5 9 8  - 1 . 1 3 4  
0 . 647 0 . 9 0 6  
5 . 3 1 3  4 . 347  
1 1 
- 0 . 5 
5 . 5 7 1 
2 . 3 8 9  
1 
0 . 8 6 6  
3 . 7 3 4  
1 .  5 1 8  
1 
R . 
1 . 2 3 2  0 . 2 3 2  - 1 . 5 
5 . 3 1 3  
3 . 3 5 5  
1 
2 . 5 9 8  
3 . 4 7 5  
2 . 4 8 4  
1 
4 . 8 6 4  
5 . 0 2 8  
1 
5 . 1 2 3  
4 . 0 6 2  
1 
0 . 5 9 8  - 1 . 1 3 4 
2 . 5 7 9  2 . 8 3 8  
5 . 8 3 0 4 . 8 6 4 
1 1 
Nyní j e  nezbytné ur čit rovnice j ednotl ivých rovin ohrani čuj í c í ch 
daná konvexní t ě l e s a ,  která j sou reprezentována pomo c í  mati c  
( l ) v a ( 2 ) v . 
Rovnice roviny definované třemi body x 1 , x2 , x3 j e  dána výr azem : 
x y z 1 
x l Y 1 z l 1 det = O x 2 Y2 z 2 1 
x 3 Y3 z 3 1 
Je-li pak ax + by + cz + d O rovnice r oviny , pak pro 
j ednot l ivé koeficienty plat í : 
- 1 4 0  -
[ Y 1 z l 1 ] [ x l z l 1 ] a = det Y2 z 2 1 b = - det x2 z 2 1 Y3 z 3 1 x 3 z 3 1 
det [ x l Y 1 1 ] - det [ x l Y 1 z l ] c = x2 Y2 1 d = x2 Y2 z 2 x 3 Y 3 1 x 3 Y3 z 3 
Definuj eme - l i  vektory r , s v pros toru E3 ( nikoliv v homogenní ch 
souřadnicích ) j ako 
a 
pak lze ur č i t  normálu plochy j ako [ i j k ] n = r x s = det r r r x Y z s s s x Y Y 
[ i j k ] n = det x 2 - x Y 2 - Y z 2 - z 1 1 1 x 3 - x Y 3 - Y z 3 '- z l 1 1 
kde i ,  j ,  k j s ou j ednotkové vektory ve směru osy x ,  y ,  z 
sx ' Sy ' s z ' resp . rx ' ry , r z j s ou j ednot l ivé s l o žky 
vektoru s ,  res p . r .  
Lze ukázat , že pro normálu platí 
n = a i + b j + C k 
přičemž hodnota d může být získána prostým dosazením l ibovolného 
bodu x ležícího na rovině do rovnice roviny , neboť 
ax + by + cz + d = O 
kde pouze d j e  neznámá , a lze j i  tedy vyj ádř it j ako : 
d T - n . x 
Vezmeme- l i  např . vr choly 2 ,  3 ,  7 po trans formaci , pak :  
r = [ 0 . 2 3 2 ,  - 0 . 9 3 3 ,  3 . 4 7 5  ] T - [ 1 .  2 3 2 ,  - 0 . 48 3 ,  1 .  8 0 2  ] T = 
T [ - 1 ,  - 0 . 4 5 , 1 .  6 7 3  ] 
- 1 4 1  -
s = [ 0 . 2 3 2 ,  4 . 8 6 4 ,  5 . 0 2 8  ] T - [ 1 . 2 3 2 ,  - 0 . 4 8 3 ,  1 . 8 0 2  ] T = 
[ - 1  , 5 . 347  , 3 . 2 2 6  ] T 
Pak pro normálový vektor n dos táváme : 
n � det [ i k 
Po vyč í s l ení 
n = [ - 1 0 . 3 9 6 7  , 1 . 5 5 3  , - 5 . 7 9 7  ] T 
j 
- 0 . 4 5  
5 . 347  
k 
1 .  6 7 3  
3 . 2 2 6  ] 
Nyní j e  ne zbytné ur čit hodnotu koeficientu d ,  např . dosazením 
druhého vr cholu . Pak 
d = - [ - 1 0 . 3 9 6 7 , 1 .  5 5 3 ,  - 5 . 7 9 7 ] T [ 1 .  2 3 2 ,  - 0 . 4 8 3 ,  1 .  8 0 2  ] = 
- ( - 1 2 . 8 0 9  - 0 . 7 5  - 1 0 . 4 5  ) = 2 4 . 0 0 9  
Výs ledná rovnice roviny ur čené body 2 . , 3 . , 7 .  m á  pak tvar : 
- 1 0 . 3 9 6 7 x + 1 . .  5 5 3  Y 5 . 7 9 7 z + 2 4 . 0 0 9  = O 
Pokud by rovnice roviny byla ur čena před pooto čením 
a trans formace rotace by byla aplikována na koeficienty 
vyj adřuj ící danou rovinu , pak by rovnice roviny měla tvar : 
- 0 . 8 6 6  x + 0 . 1 2 9  Y - 0 . 48 3 z + 2 = O 
Lze nahlédnout , že obě výš e uvedené rovnice repre zentuj í s te j nou 
rovinu . Matice reprezentuj ící daná tělesa po aplikaci 
transformace maj í tvar : 
( 1 ) v '  = ( 1 ) v  . R- l ( � , 4» 
Po pronásobení dos táváme 
- 0 . 8 6 6  0 . 8 6 6  O O 0 . 5 - 0 . 5 T 
( 1 ) v '  
0 . 1 2 9  - 0 . 1 2 9  - 0 . 9 6 6  
= - 0 . 4 8 3  0 . 4 8 3  - 0 . 2 5 9  
0 . 9 6 6  0 . 2 2 4  - 0 . 2 2 4  
0 . 2 5 9  - 0 . 8 3 7 0 . 8 3 7 
2 O 6 O 3 - 1  
- 0 . 8 6 6  0 . 8 6 6  O O 0 . 5 - 0 . 5 T 
( 2 ) v ' 
0 . 1 2 9  - 0 . 1 2 9  - 0 . 9 6 6  
= - 0 . 4 8 3  0 . 4 8 3  - 0 . 2 5 9  
0 . 9 6 6  0 . 2 2 4  - 0 . 2 2 4  
0 . 2 5 9  - 0 . 8 3 7 0 . 8 3 7  
3 - 1  4 - 2  4 O 
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při čemž p l o chy j s ou J 1 Z  správně orientovány . ( Tuto orientaci mus í 
zaj i s t i t  ř e š itel . )  Nyní j e  třeba nalézt plochy , kte r é  j s ou 
zakryty j inými plochami téhož těle s a ,  j e -li " pozorovat e l  v bodě 
[ O , O , 1 , O ] T . Pro tes tovací bod 
T xp = [ O , O , - 1  , O ] 
dos táváme : 
x p 
T [ 0 . 4 8 3 ,  - 0 . 4 8 3 ,  0 . 2 5 9 ,  - 0 . 2 5 9 ,  0 . 8 3 7 ,  - 0 . 8 3 7  ] 
( 2 ) V '  [ ] T . Xp = 0 . 48 3 ,  - 0 . 48 3 ,  0 . 2 5 9 ,  - 0 . 2 5 9 ,  0 . 8 3 7 ,  - 0 . 8 3 7 
Je tedy z ř e j mé ,  že plochy 2 ,  4 ,  6 z prvního tělesa a p l o chy 8 ,  
1 0 ,  1 2  z druhého tělesa j sou nevidite lné , neboť koeficienty ve 
vypočtených vektorech j s ou záporné . Z tab . 7 . 2 . 3 lze nalézt ty 
hrany , které j s ou průs e čni cemi nevidite lných ploch a j s ou t é ž  
nevidite lné . Plo chy 2 a 4 maj í spole čnou hranu 4 .  Analogi cky lze 
ur čit , že hrany 1 ,  4 ,  9 ,  1 3 ,  1 6 ,  21  j sou nevidite lné . Výs ledek 
po ods tranění nevidite lných hran je znázorněn" na obr . 7 . 2 . 9 . b .  
Vzhledem k tornu , že plochy tělesa s e  protínaj í ,  mus í být 
k os tatním podmínkám př idána podmínka a � O . Předpokláde j me , že 
\ 
budou tes továny hr any prvního tělesa vůči tělesu druhému a že 
vybereme hr anu druhou, tj . spojnici vr cholu 2 a 3 .  Lze ukázat , 
že 
Pak 
x = s + d . t = 
T T [ 1 .  2 3 2 ,  - 0 . 4 8 3 ,  1 .  8 0 2 ,  1 ]  - [ - 1 ,  - 0 . 4 5 ,  1 .  6 7 3 ,  O ] . t 
s = [ 1 
d [ O  
1 
O 
4 -2 , 3 
O O , - 2  
Vzhledem k tornu , že pozorovate l  j e  v bodě ( x , y , oo )  a t e dy vektor 
pohl edu j e  
pak 
9 = [ O , O , 1 , O ] T 
9 = 
T [ - 0 . 4 8 3  , 0 . 4 8 3  , - 0 . 2 5 9  , 0 . 2 5 9  , -0 . 8 3 7 , 0 . 8 3 7  ] 
Tes t ,  zda daná úse čka j e  zcela viditelná , daný podmínkami : 
W .  :5 O 
J 
& p .  :5 O 
J 
& 
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p .  + q .  :5 O 
J J 
není splněn pro žádnou rovinu . Je tedy nutné nalé z t  zakryté 
čás t i . Rozepsáním vektorové nerovnice h > O dos t áváme pro 
j ednot l ivé s l o žky vztahy : 
1 - 0 . 4 8 3  a > O 
1 + 0 . 4 8 3  a > O 
4 - 0 . 2 5 9  a > O 
- 2 + 0 . 2 5 9  a > O 
3 - 2 t  - 0 . 8 3 7  a > O 
1 + 2 t  + 0 . 8 3 7  a > O 
Řešení t é to sous tavy neexistuj e ,  a tedy zvolená ús e čka j e  z c e l a  
viditelná, neboť neexis tuj e žádná část ús e čky , k t e r á  by byla 
zakryta druhým tělesem .  Výs ledky testů pro hrany prvního t ě l e s a  
vůči t ě l e s u  druhému j s ou uvedeny v tab . 7 . 2 . 4 a tab . 7 . 2 . 5  
Poznamene j me j e š tě ,  že vektory g a w j sou kons tantní a hrany 1 ,  
4 ,  9 j s ou j iž vyne chány , neboť j sou zcela nevidite lné . 
Hrana 1 0  j e  neviditelná pro t E < 0 . 2 4 4 , 0 . 6 6 7 > ,  t j . od bodu 
( 1 . 2 3 2 , 0 . 8 1 5 , 2 . 1 5 0 )  do bodu ( 1 . 2 3 2 , 3 . 3 8 1 , 2 . 8 3 7 ) . Hrana 1 1  j e  
zakryta pro t E < 0 . 2 8 2 ,  0 . 6 6 7 > ,  t j . od bodu ( 0 . 2 3 2 ,  O .  7 0 3 ,  3 . 9 1 3 ) 
do bodu ( 0 . 2 3 2 , 2 . 9 3 3 , 4 . 5 1 0 ) . 
Hodnota a = O ur čuj e body , kde hrana\ těleso protíná , což 
odpovídá hodnotě parametru t = 0 . 3 3 3  a t = 0 . 6 6 7  pro obě hrany . 
Tyto hodnoty t odpovídaj í bodům ( 1 . 2 3 2 , 1 . 44 9 , 2 . 3 2 0 )  
a ( 1 . 2 3 2 , 3 . 3 8 1 , 2 . 8 3 7 ) pro hranu 1 0  a bodům ( 0 . 2 3 2 , 1 . 0 0 1 , 3 . 9 9 3 ) 
a ( 0 . 2 3 2 , 2 . 9 3 3 , 4 . 5 1 0 )  pro hranu 1 1 .  Vše chny čtyři body j e  nutné 
uložit j ako body ur čuj ící protnutí druhého tělesa hranami t ě l e s a  
prvního . 
hrana vr choly T dT s 
2 2 - 3 [ 1 . 2 3 2 , - 0 . 48 3 , 1 . 8 0 2 , 1 ]  [ - 1 , - 0 . 4 5 , 1 . 6 7 3 , 0 ]  
3 3 - 4 [ 0 . 2 3 2 , - 0 . 9 3 1 , 3 . 4 6 , 1 ]  [ - 1 . 7 3 2 , 0 . 2 5 9 , - 0 . 9 6 6 , 0 ]  
5 5 - 6 [ - O .  S ,  5 .  5 7 1 , 2 .  3 8 9 , 1 ]  [ 1 .  7 3 2 ,  -0 . 2 5 9 ,  0 . 9 6 6 ,  O ]  
6 6 - 7 [ 1 . 2 3 2 , 5 .  3 1 3 , 3 .  3 5 5 , 1 ]  [ - 1 ,  - O . 448 , 1 .  6 7 3 ,  O ]  
7 7 - 8 [ 0 . 2 3 2 , 4 . 8 6 4 , 5 . 02 8 , 1 ]  [ - 1 . 7 3 2 , O . 2 ? 9 , - 0 . 9 6 6 , O ]  
8 8 - 5 [ - 1 .  S ,  5 . 1 2 3 , 4 . 0 6 2 , 1 ]  [ 1 , 0 . 44 8 , - 1 . 6 7 3 , 0 ]  
1 0  2 - 6 [ 1 . 2 3 2 , - 0 . 4 8 3 , 1 . 8 0 2 , 1 ]  [ 0 , 5 . 7 9 6 , 1 .  5 5 3 ,  O ]  
1 1  3 - 7 [ 0 . 2 3 2 , -0 . 9 3 1 , 3 . 47 5 , 1 ]  [ 0 , 5 . 7 9 6 , 1 .  5 5 3 ,  O ]  
1 2  4 - 8 [ - 1 . 5 , - 0 . 6 7 2 , 2 . 5 1 0 , 1 ]  [ 0 , 5 . 7 9 6 , 1 . 5 5 3 ,  O ]  
Tabulka 7 . 2 . 4 
- 1 44 -
hrana vr choly T T poznámka p q 
2 2 - 3 [ 1 , 1 , 4 , - 2 , 3 , 1 ] [ 0 , 0 , 0 , 0 , - 2 , 2 ] ( 1 ) 
3 3 - 4 [ 1 , 1 , 4 , - 2 , 1 , 3 ] [ 2 , - 2 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ( 1 ) 
5 5 - 6 [ 3 ,  - I ,  - 2 ,  4 , 3 , 1 ] [ - 2 , 2 , 0 , 0 , 0 , 0  ] ( 2  ) 
6 6 - 7 [ 1 , 1 , - 2 , 4 , 3 , 1  ] [ 0 , 0 , 0 , 0 , - 2 , 2 ] ( 2  ) 
7 7 - 8 [ 1 , 1 , - 2 , 4 , 1 , 3 ] [ 2 ,  - 2 ,  O., O ,  O ,  O ] ( 2  ) 
8 8 - 5 [ 3 ,  - I ,  - 2 ,  4 ,  I ,  3 ] [ 0 , 0 , 0 , 0 , - 2 , 2 ] ( 2  ) 
1 0  2 - 6 [ 1 , 1 , 4 , - 2 , 3 , 1 ] [ 0 , 0 , - 6 , 6 , 0 , 0  ] ( 3 )  
1 1  3 - 7 [ 1 , 1 , 4 , - 2 , 1 , 3 ] [ 0 , 0 , - 6 , 6 , 0 , 0  ] ( 4 ) 
1 2  4 - 8 [ 3 , - 1 , 4 - 2 , 1 , 3 ] [ 0 , 0 , - 6 , 6 , 0 , 0  ] ( 1 ) 
( 1 )  úplně vidite lná - úplným řešením 
( 2  ) úplně viditelná w3 < O P 3 < O P 3 + q 3 < O 
( 3 ) hrana j e  zakryta pro t E < 0 . 2 4 4 , 0 . 6 6 7 > ,  obr . 7 . 2 . 9 . a .  
( 4 )  hrana j e  zakryta pro t E < 0 . 2 8 2 , 0 . 6 6 7 > ,  obr . 7 . 2 . 9 . b .  
Tabulka 7 . 2 . 5 
Porovnáme- l i  analogicky 
prvému , pak pouze hrana 1 7  
a tab . 7 . 2 . 7 ukazuj í výs ledky 
hrany druhého tělesa vůči t ě l e su 
\ 
j e  čás te čně nevidit elná . Tab . 7 . 2 . 6 
j ednotl ivých kroků . 
hrany vr choly T dT s 
1 4  1 0  - 1 1  [ 2 . 5 9 8 , 1 .  5 4 4 , 1 .  9 6 7 , 1 ]  [ - 2 . 0 , - 0 . 8 9 7 , 3 . 3 4 6 , 0 ]  
1 5  1 1  - 1 2  [ 0 . 5 9 8 ,  O .  647 , 5 . 3 1 3 , 1 ]  [ - 1 . 7 3 2 , 0 . 2 5 9 , - 0 . 9 6 6 , 0 ]  
1 7  1 3  - 1 4  [ 0 . 8 6 6 , 3 . 7 3 4 , 1 .  5 1 8 , 1 ]  [ 1 . 7 3 2 , - 0 . 2 5 9 , 0 . 9 6 6 , 0 ]  
1 8  1 4  - 1 5  [ 2 . 5 9 8 , 3 . 47 5 , 2 . 4 8 4 , 1 ]  [ - 2 . 0 , � 0 . 8 9 7 , 3 . 3 4 6 , O ]  
1 9  1 5  - 1 6  [ 0 . 5 9 8 , 2 . 5 7 9 , 5 . 8 3 0 , 1 ]  [ - 1 . 7 3 2 , 0 . 2 5 9 , - 0 . 9 6 6 , 0 ]  
2 0  1 6  - 1 3  [ - 1 . 1 3 4 , 2 . 8 3 8 , 4 . 8 6 4 , 1 ]  [ 2 . 0 , 0 . 8 9 7 , - 3 . 3 4 6 , 0 ]  
2 2  1 0  - 1 4  [ 2 . 5 9 8 , 1 .  5 4 4 , 1 .  9 6 7 , 1 ]  [ 0 , 1 . 9 3 2 , 0 . 5 1 8 , 0 ]  
2 3  1 1  - 1 5  [ 0 . 5 9 8 ,  O .  647 , 5 .  3 1 3 , 1 ]  [ 0 , 1 . 9 3 2 , 0 . 5 1 8 , 0 ]  
2 4  1 2  - 1 6  [ - 1 . 1 3 4 , 0 . 90 6 , 4 . 347 , 1 ]  [ 0 , 1 .  9 3 2 ,  0 . 5 1 8 ,  O ]  
Tabulka 7 . 2 . 6 
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hrany 
1 4  
1 5  
1 7  
1 8  
1 9  
2 0  
2 2  
2 3  
2 4  
vr choly 
1 0  - 1 1  
1 1  - 1 2  
1 3  - 1 4  
1 4  - 1 5  
1 5  - 1 6  
1 6  - 1 3  
1 0  - 1 4  
1 1  - 1 5  
1 2  - 1 6  
T P 
[ - 1 , 3 , 4 , 2 , 3 , - 1  ] 
[ - 1 , 3 , 4 , 2 , - 1 , 3 ] 
[ 1 , 1 , 2 , 4 , 3 , - 1  ] 
[ - 1 , 3 , 2 , 4 , 3 , - 1  ] 
[ - 1 , 3 , 2 , 4 , - 1 , 3 ] 
[ 1 , 1 , 2 , 4 , - 1 , 3 ] 
[ - 1 , 3 , 4 , 2 , 3 , - 1  ] 
[ - 1 , 3 , 4 , 2 , - 1 , 3 ] 
[ 1 , 1 , 4 , 2 , - 1 , 3 ] 
qT pozn . 
[ 0 , 0 , 0 , 0 , - 4 , 4 ] ( 1 )  
[ 2 , - 2 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ( 2 ) 
[ - 2 , 2 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ( 3 ) 
[ 0 , 0 , 0 , 0 , - 4 , 4 ] ( 1 )  
[ 2 , - 2 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ( 2 )  
[ 0 , 0 , 0 , 0 , 4 , -4 ] ( 4 ) 
[ 0 , 0 , - 2 , 2 , 0 , 0 ] ( 1 ) 
0 , 0 , - 2 , 2 , 0 , 0 ] ( 1 ) 
[ O ,  O ·, - 2 ,  2 ,  O ,  O ]  ( 2 ) 
( 1 )  zcela vidite lná w1 < O P l < O P l + q 1 < O 
( 2 )  z c e l a  vidite lná w5 < O P 5 < O P 5 + q5 < O 
( 3 ) částe čně zakrytá t E < O , 0 . 2 1 1  > 
( 4 )  protínaj ící hrana zakryta t E ( 0 . 2 5  , 1 . 0 > 
Tabulka 7 . 2 . 7 
z tab . 7 . 2 . 7 vyplývá,  že hrana 1 7  j e  z akryt a  pro hodnoty 
t E < 0 , 0 . 2 1 1 > ,  což odpovídá bodům ( 0 . 8 6 6 , 3 . 7 3 4 , 1 . 5 1 8 )  
a ( 1 . 2 3 2 , 3 . 6 7 9 , 1 . 7 2 2 ) . Hrana 2 0  protíná přední s těnu prvého 
tě lesa pro t = 0 . 2 5 .  Je tedy zakryta pro t E < 0 . 2 5 , 1 .  O > , což 
odpovídá ús e č ce z bodu ( -0 . 6 3 4 , 3 . 00 2 , 4 . 0 2 8 ) do bodu 
( 0 . 8 6 6 , 3 . 7 34 , 1 . 5 1 8 ) ,  viz obr . 7 . 2 . 1 0 . b .  Bod ( - 0 . 6 3 4 , 3 . 0 6 2 , 4 . 0 2 8 ) 
j e  uložen do s e znamu bodů, v nichž hrana protíná něj akou s těnu . 
Řešením dané sous tavy dos táváme j e š tě pro t = O . 7 5  a a = O  dal š í  
bod ,  kde hr ana protíná plochu a který má s ouřadnice 
( 0 . 3 6 6 , 3 . 5 1 1 , 2 . 3 5 5 ) .  
Vypočtené body , kde hrany protínaj í plo chu , l z e  
repre zentovat pomocí matice x .  
1 . 2 3 2  1 . 2 3 2  0 . 2 3 2  0 . 2 3 2  - 0 . 6 3 4  0 . 3 6 6  
1 .  449 3 . 3 8 1  1 .  0 0 1  2 . 9 3 3  3 . 0 6 2  3 . 5 1 1  
x = 2 . 3 2 0  2 . 8 3 7  3 . 9 9 3  4 . 5 1 0  4 . 0 2 8  2 . 3 5 5  
1 1 1 1 1 1 
Nale zení hran , které vznikaj í j ako průs e čnice rovin dvou p l o ch ,  
lze j ednoduchým způs obem ur čit tak ,  ž e  každý bod SpO] lme 
s každým ( takto z ískáme 1 5  hran ) , př ičemž apl ikuj eme analogi cký 
pos tup j ako na hrany dané při zadání těles . Výs ledek úplného 
testu ( ř e š ení j e  pone cháno na č tenář i ) 
obr . 7 . 2 . 1 0 . c .  
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7 . 3 Z - buf fer 
Jedním z nej j ednoduš š í ch algor itmů pro ř e š ení viditelno s t i  
j e  tzv .  z-buffer algoritmus , někdy t é ž  nazývaný hloubkový buffer 
( depth-buffer ) .  Jde v pods tatě o zobe cnění principu 
frame -bufferu,  neboť kromě vlas tní repre zentace obrazu j e  navíc 
používáno j edno pole , j ehož obsah ur čuj e vzdáleno s t  nej bližš ího 
bodu v pros toru , který se promítne na danou poz i c i  promítací 
roviny , viz obr . 7 . 3 . 1 .  
.--1f. 
-z 
Obr . 7 . 3 . 1 
rro�íta c \'" 
rO Vlha 
Zaznamenává s e  tedy ne j en intenzita , resp . barva , j edno t l ivých 
pixe lů dané s cény , ale též ne j menš í dos ažená vzdáleno s t  od 
pozorovatele . Obrovskou výhodou tohoto algori tmu j e  j eho 
j ednoduchos t ,  která umožňuj e ř e š it vše chny možné kompl ikace 
( s loži té tvary ploch ,  dotyky ploch a j e j i ch průs e č íky ) velmi 
j ednoduš e ,  prl cemž výpočtová s ložitos t j e  l ineární vzhle dem 
k počtu zpracovávaných n-úhe lníků ,  t j . o ( n ) . Cenou za 
j ednoduchos t  algor i tmu j e  však ve lká paměťová nár o čnos t .  
Vzhledem ke způs obu zpracování j e  čas potřebný ke zpracování 
každého n-úhelníka neúměrně velký při použi t í  běžných 
hardwarových prostř edků . 
Označíme- l i  I ( x , y )  intenzitu či barvu pixelu na pozici ( x , y )  
a Z ( x , y )  vzdáleno s t  nej bližš ího bodu zpracované s cény od 
pozorovate l e , který s e  promítne do bodu ( x , y ) ,  l z e  celý 
algoritmus zap s at např . pomo cí alg . 7 . 3 . 1 .  
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1 .  Nas tav I ( x , y )  Vx, y na barvu pozadí ( I ( x , y )  může být p ř ímo 
frame -buffer obrazovky ) a Vx, y nas tav Z ( x ,  y )  na ne j vě t š í  
možnou vzdálenos t .  
2 .  Pro vše chny pixe ly , na které se zobrazí daný n-úhe lník : 
a )  vypo č t i  z-ovou souřadnici,  
b )  j e- l i  hodnota z < Z ( x , y ) ,  pak nas tav Z ( x , y ) na hodnotu 
z a nas tav pixe l I ( x , y )  na hodnotu odpovídaj íc ího j asu či 
barvy bodu ( x , y ) .  
Algoritmus 7 . 3 . 1 
Nespornou výhodou algoritmu j e ,  že nepotřebuj e žádné dodate čné 
s truktury pro ukládání dat . Potřebuj e pouze informace 
o zpracovávaném n-úhelníku . To znamená, že počet n-úhelníků může 
být v zásadě l ibovolný . Na druhé straně j e  však dosud nutné mít 
na zřeteli vys oké pamě ťové nároky . 
Označíme - l i :  
Pro 
rx ' r e s p . r , rozlišovací s chopnos t  na výs tupu ve směru osy y 
x ,  resp . y ,  
n .  počet bytů nutných k reprezentaci j e dné hodnoty barvy č i  1 
r = x 
intenzity 
počet bytů 
v Z-bufferu, 
nutných k repre zentaci j edné hodnoty 
pak ce lková požadovaná kapacita pamě t i  j e  
dána vztahem : 
M = r r ( n .  + n ) x y 1 r 
r = 1 0 2 4  , n .  = 1 n = 5 dos táváme : y 1 r 
M = 1 0 2 4  1 0 2 4  ( 1 + 5 ) = 6 MB 
Je tedy z ř e j mé ,  že uvedené paměťové nároky povedou prozatím 
k segmentaci obrazu nebo použití vně j š í  pamě t i . Ni cméně 
hardwarová real izace j e  ve lmi j ednoduchá . 
Vzhledem ke způs obu zpracování j e  nezby tné co nej rychl e j i 
pro danou hodnotu ( x , y )  ur čit z-ovou souřadni c i .  V př ípadě , že 
je pro každý n-úhe lník k dispozici rovnice odpovídaj í c í  r oviny 
ve tvaru : 
T d O n . x - = 
t j . 
a x + b Y + c z + d = O 
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pak pro c * O lze psát : 
z = - ( a x + b Y + d ) / c 
Použij eme - l i  myš lenky řádkové konverze , t j . hodnot a  y j e  
kons tantní pro daný ř ádek, l ze ze znalos ti rovnice roviny , na 
níž zpracovávaný n-úhe lník lež í ,  a souřadnice prvního p ixelu 
( x 1 ' Y 1 , z l ) určit souřadnici z takto : 
z = - { a ( X l + 6x ) + b .  Y + d )  / c 
Je-li 6x = 1 , pak po dosazení a úpravě dos táváme : 
z = z - a / c 1 
Z uvedeného vyplývá , že výpo čet z-ové souřadnice j e  velmi 
j ednoduchý . 
Příkladl 
Aplikuj te uvedený pos tup na kvadr atické plo chy xT A x O 
Rozeps áním do s ložek dos táváme : 
2 2 2 a 1 1x + a2 2y + a3 3 z + 2a 1 2xy + 2a2 3yz + 2a 1 3xz 
+ 2a 1 4x + 2a 24y + 2a 3 4  + a4 4  = O 
Pro kouli obe cně platí : 
{ x - Xs )
2 + { y - Ys )
2 + { z - zs )
2 - r 2 = O 
Vzhledem k tomu , že hodnota y s e  pro daný ř ádek nemění ,  lze 
psát : 
kde k y - Ys j e  
Pak pro body Xo a 
kons tanta pro 
x l lze psát : 
daný ř ádek . 
{ ) 2 Xo - Xs + k
2 + ( z  -O z ) 
2 
s 
2 - z ) s 
2 - r 
2 - r 
= O 
= O 
Je-l i  6x = 1 ,  t j . x l - Xo = 1 ,  pak ode čtením rovni c dos t aneme , že : 
2 2 z l = Z o + 2 Xo - 1 
Analogi cky pro krok n+ 1 dos táváme : 
2 2 z = z + 2 xn - 1 n+ 1 n 
Vzhledem k monotónnosti lze v některých př ípade ch nahr adit 
vzdáleno s t  j inou me tr ikou a vyhnout s e  tak použi t í  funkce 
odmo cniny . 
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7 . 4 Algoritmus mal íře 
Pamě ťové nároky předcháze j í cího algor itmu lze pods ta tně 
zredukovat , pokud by bylo možné ur čit vhodné pořadí vykres l ování 
j ednot l ivých ploch takové , aby pos tupným překr e s l ováním 
vzdáleně j š í ch ploch plo chami bližšími k pozorovate l i  byl z ískán 
výs ledný o čekávaný výs tup . Tento pos tup s e  nazývá algor i tmus 
mal íře ( painter ' s  a lgor ithm , resp . list pr ior ity ) . Je z ř e j mé , že 
tento algoritmus vyžaduj e pouze pamě ť ur čenou k repre zentaci 
obr azu , která je pods tatně menš í ,  než v př ípadě algo r i tmu 
z-bufferu . Snížení požadavků na paměť však vede k požadavku 
určení spr ávného pořadí zobrazování ploch .  V př ípadě , že s e  
plo chy protínaj í ( obr . 7 . 1 . 4 . a ) nebo s e  zakrývaj í navzáj em 
( obr . 7 . 4 . 1 . b ) ,  j e  nutné přis toupit k dělení ploch ,  což vede 
k j is té komp l ikaci j inak j ednoduchého algoritmu .  
a b 
Obr . 7 . 4 . 1 
Pokud není nutné přis toupit k dělení ploch ,  pak l z e  p l o chy 
v zás adě s e tř ídit podle z-ových souř adni c ,  p ř i čemž kr itér iem pro 
tř ídění j e  porovnání z-ových souřadnic a výs ledek t e s tu p řekryt í  
( tzv . overlap t e s t ) .  
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Problém lze pak rozděl i t  na nás leduj ící kroky prováděné 
v uve deném poř adí ( v  obr . 7 . 4 . 2  předpokládáme plo chy r ovnobě žné 
s rovinou xy ) :  
1 .  Porovne j plo chy P .  a P . .  Je-li z .  < z .  , pak plo cha P .  s e  1 J lmax J min 1 
bude kre s l i t  před plochou Pj ' viz obr . 7 . 4 . 2 . a . 
2 .  V př ípadě , že plo chy P .  a P .  s e  nepřekrývaj í v průmě tně ( xy ) , 1 J 
pak j e j i ch pořadí j e  libovolné . 
3 .  J s ou- l i  v š e chny vr choly ploch P .  na j edné s traně od roviny , 1 
ve které l e ží plocha P .  , lze ur čit pořadí kre s lení p l o ch ,  
J 
viz obr . 7 . 4 . 2 . c  a 7 . 4 . 2 . d .  
4 .  V p ř ípadě , že výš e uvedené testy nedovoluj í r ozhodnout 
j ednoznačně pořadí , pak j e  nezbytné nalézt průs e čík hran 
daných ploch v průmě tně ( hrany v pros toru mohou obe cně být 
mimobě žkami ) a pomo cí souřadnic z zdánl ivého průs e č íku ur č i t  
pořadí kres lení ploch .  
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Ke zrychlení zpracování lze využít t e s tů či informa c í ,  např . : 
- konvexní n-úhe lníky , které maj í spole čnou hranu , s e  nemohou 
protínat 
apl ikací min - max t e s tu ,  který spočívá v tom ,  ž e  daný 
n-úhe lník ohrani číme obdélníkem, j ehož hrany j s ou r ovnoběžné 
s osami s ouřadného sys tému . Te s ty provádíme ne j dř íve nad 
ohrani čuj í c ími obdélníky a v př ípadě , že se protínaj í ,  
t e s tuj eme vlas tní n-úhe lníky . 
Ukázka výs ledku algoritmu a použitím techniky vzorů ( kap . B . 1 )  
Obr . 7 . 4 . 2  
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7 . 5 Algo r i tmy řádkové konverze 
Algor itmy založené na řádkové konver z i  operuj í v obrazovém 
pros toru a j e j i ch různé modifikace byly popsány nap ř . v [ 1 9 ] , 
[ 1 3 9 ] . V pods tatě používaj í reprezentace n-úhelníků, které j sou 
j iž nyní obe cně v pros toru, pomo cí tzv .  řádkové konve rze , viz 
kap . 3 ,  p ř i č emž j e  nutné modifikovat datové s truktury t ak ,  aby 
obsahovaly též informace o souřadnici z .  Jednot l ivé p l o chy ve 
s céně j s ou obvykle reprezentovány pomo cí konvexních,  r e s p . 
trojúhelníkových ploch . V zás adě j e  možné algoritmy ř ádkové 
konverze modifikovat i pro obe cné parame trické plochy , viz [ 1 6 ] .  
Z hlediska nároků na pamě ť a tř ídění lze ř í c i ,  že algoritmy 
řádkové konverze j sou j is tým kompromisem me z i  algoritmem 
z-bufferu a algoritmem malíře . 
Algor i tmy založené na řádkové konverzi používaj í obvykle pro 
tabulku hran ( tabulka ET ) datovou s trukturu obsahuj ící : 
- s ouřadnici x vr cholu s ne j menš í  souřadnicí y 
- s ouřadnici y druhého vr cholu hrany 
- inverzní směrnici ( př evrácená hodnota ) dané hrany 
- odkaz na n-úhelník ,  ke kterému hrana přinále ží . 
a b 
Obr . 7 . S . 1 
Kromě t abulky hran j e  pak j eště nutná tabulka n-úhe lníků PT 
obs ahuj ící : 
koefic ienty rovnice roviny , v níž n-úhelník leží 
informace o barvě , resp . j asu pro výpo č e t  barvy , r e s p . 
intenzity 
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informac i  udávaj í c í ,  zda daný n-úhe lník j e  aktivní p ř i  
kre s l ení čás t i  daného řádku . 
Je z ř e j mé ,  že p ř i  kre s lení ř ádku a žádné kompl ikace nenastávaj í 
a práce s tabulkou hran a seznamem aktivních hran j e  obdobná 
pos tupu v kap . 3 .  V případě zobrazování řádku � vš ak j iž p ř ímé 
použití vede k j is tým komplikacím ,  neboť pokud by nebyla 
kontrolována přís lušno s t  hrany k n-úhe lníku , pak by výs ledkem 
byly úse čky PQ a RS , což neodpovídá skute čnos t i ,  p ř i č emž p ř i  
uvažování barvy , resp . intenzity by výs ledky byly z c e l a  matouc í . 
Je tedy nutné , aby v rámci dané datové s truktury byl o  možné 
naj ít dal š í  hr anu přísluš e j ící k danému n-úhe lníku . Pak lze 
ur čit ús e čku PR, barvu, resp . intenzitu odpovídaj í c í ch p ixelů,  
při čemž aktivac i  pixelů daného n-úhe lníka ukončíme v bodě Q ,  
neboť hrana pro cháze j ící bodem Q není součás t í  zobrazovaného 
n-úhe lníka . 
Jednoduchou modifikací datových s truktur a algor i tmu 
dos t áváme t zv .  řádkový z-buffer algor itmus [ 1 0 9 ] ,  který ur čuj e 
vidite lnou čás t n-úhelníků v daném ř ádku pomo c í  a l go r i tmu 
z-buffe ru . Datová s truktura obsahuj e pak pro každý pár hran 
n-úhe lníka informace : 
xl levý průs e č ík n-úhe lníka s daným řádkem 
xr pravý průs e č ík n-úhe lníka s daným ř ádkem 
�xI p ř írůs tek v ose x pro levý průse čík pro nás leduj í c í  ř ádek 
�xr p ř írůs tek v ose x pro pravý průs e čík pro· nás leduj í c í  ř ádek 
zl hloubka n-úhe lníka ve s tředu pixelu odpovídaj í c ího bodu xl 
�zx př írůs tek z v rámci řádky �zx= -a / c  c*O  
� Zy př írůs tek z p ř i  pře chodu na nás leduj ící řádku 
Pro z j e dnoduš ení operac í ,  které j e  nutno reali zovat pro každý 
ř ádek , j e  vhodné daný n-úhelník rozdě lit tak ,  aby dvoj i ce hran 
protínaj í c í  ur čitou množinu řádků měly s t e j né počáteční a 
koncové ř ádky , viz obr . 7 . s . l . b . Pak j e  nutné udr žovat s e znam 
akt ivní ch hr an uspoř ádaný j en vzhledem k hodnotě xl . 
Výhodou uvedeného pos tupu j e  pak menš í náro čnos t na pamě ť ,  
neboť j e  nutné repre zentovat z-buffer pouze pro j eden ř ádek . 
Jis tou výhodou algor i tmu založeného na ř ádkové konverzi j e  j eho 
možná modifikace pro př ípad ř ešení problému zakrytých hr an . Lze 
jej také modifikovat pro př ípad parame tri cky zadaných p l o ch ,  t j . 
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x = x ( u , v ) y = y ( u , v ) 
z = z ( u , v ) 
Pro daný ř ádek y = kons t lze ur čit řešením rovnic hodnoty u a v ,  
neboť plat í ,  že : 
u = u ( x , y ) v = v ( x , y ) 
př i čemž hloubku z l ze obdr žet vyhodnocením rovnice 
z = z ( u , v ) 
= konsL 
Obr . 7 . 5 . 2 
Jis tou nevýhodou j e ,  že uvedené rovnice j e  nezbytné ř e š i t  
numer i cky , v i z  [ 1 6 ] ,  [ 1 4 3 ] ,  přičemž j e  nutné numer i cké metody 
volit opatrně vzhledem ke s tabilitě řešení . Algor itmus l z e  pak 
hrubě zapsat takto : 
pro každý ř ádek y 
pro každý pixe l x na řádku 
pro každou plochu protínaj ící ř ádek v x :  
Řeš rovnice : 
u = u ( x , y ) 
Vypočti hloubku pomocí : 
z = z ( u , v ) 
v = v ( x , y ) 
Ur či viditelnost plo chy v bodě ( x , y )  a zobraz j e j 
Algor itmus 7 . 5 . 1 
Řešení uvedeného problému j e  možné i pomo cí j iných principů, viz 
[ 1 5 0 ] ,  které s e  ví ceméně blíží te chnice pos tupného dělení p l o chy 
vycháze j í cího z vlas tnos t í  Warno ckova algoritmu .  
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7 . 6 Warnockův algoritmus 
Warno ckův algoritmus , viz [ 9 4 ] , [ 1 3 8 ] ,  j e  založen na 
s tra tegii rozdě l a panuj ( di vide and conquer ) a j e  základním 
principem mnoha algor itmů , viz [ 1 5 0 ] ,  [ 1 4 2 ] atd . Algor i tmus 
klade důraz na výs ledné zobrazení s cény místo na přesné ur čení 
vztahů na s céně , a operuj e tedy v pros toru obrazu . Proces 
zobr azování je  chápán j ako rekurzivn í ,  při čemž s e  rozpoznávaj í 
čtyř i základní s tavy , a to : 
1 )  pokud v š e chny n-úhelníky j sou zcela vně zobrazované oblas t i  
( di s j o in t ) ,  pak zobrazovaná oblast j e  prázdná a zobrazí s e  
s barvou pozadí b e z  dalš ího dělen í ,  v i z  obr . 7 . 6 . 1 . a  
2 )  pokud oblas t obsahuj e právě j eden celý n-úhe lník ( containe d ) ,  
pak s e  oblas t zobrazí s barvou pozadí , daný n-úhe lník s e  
zobrazí a vyplní odpovídaj ící barvou , v i z  obr . 7 . 6 . 1 . b  
3 )  pokud hrani ci 
( inters e ct ing ) ,  
oblas ti protíná právě 
pak se oblas t zobrazí 
j eden n-úhe lník 
s barvou pozadí 
a přís lušná čás t n-úhe lníka , která j e  uvnitř zobrazované 
oblas t i , se vykr e s l í  s odpovídaj ící barvou , viz obr . 7 . 6 . 1 . c 
4 )  pokud zobr azovaná oblast j e  uvnitř právě j ednoho n-úhe lníka 
( surrounding ) , t j . není žádný j iný n-úhelník , který by byl 
uvnitř zobr azované oblas t i ,  pak se zobrazovaná oblas t vyp lní 
barvou n-úhe lníka , který j e j " obklopuj e " ,  viz obr . 7 . 6 . 1 .  d 
5 )  pokud j e  nalezen ale spoň j eden " obklopuj í c í "  n-úhe lník a j e  
ne j bl íže pozorovateli ze vš e ch n-úhe lníků inciduj í c í ch 
s danou oblas t í , pak se zobrazovaná oblas t vyp lní barvou 
tohoto n-úhelníka 
6 )  v os tatních př ípade ch se zobrazovaná oblast rozdě l í . 
a b c 
Obr . 7 . 6 . 1 
- 1 5 7 -
Je zře j mé , že uvedený algor itmus mus í mít určenou maximální 
možnou hloubku r ekurze , t j . možný počet dělení dané oblas ti . 
Maximální po č e t  dělení j e  větš inou dán rozlišovací s chopnos t í  
obrazovky , t j . p r o  rozlišovací s chopnos t 1 0 2 4  x 1 0 2 4  j e  r oven 
1 0 ,  pokud oblast bude dělena na čtyř i s t e j ně velké podoblas t i ,  
viz obr . 7 . 6 . 2 . ( Je možné snadno realizovat antialias ing výpo čtem 
obrazu ve vě t š ím adresovatelném pros toru a poté apl ikovat dř íve 
uvedené t e chniky antial ias ingu . ) 
f\. 
/ \ � 
/ ; �� t 
/ ! I lrH � 
Obr . 7 . 6 . 2 
Za předpokladu , že zobrazovací plocha j e  č tver cová , lze 
Warno ckův algor i tmus popsat algor itmem 7 . 6 . 1 . " Zobrazovac í  p l o cha 
j e  pak repre zentována troj icí hodnot < x , y , V > ,  kde : 
x , y j e  s ouřadni ce počátku 
V j e  velikos t  oblas ti 
Na obr . 7 . 6 . 3 j sou uvedeny testy pro základní p ř ípady , které 
mohou nas tat p ř i  zkoumání vzáj emné polohy zobrazované oblas t i  
a zkoumané plochy . Př ípady obr . 7 . 6 . 3 . a ,  obr . 7 . 6 . 3 . b j s ou poměrně 
j ednoduché , neboť s tačí vyhodnotit přís lušné podmínky . Př ípady 
obr . 7 . 6 . 3 . c ,  obr . 7 . 6 . 3 .  d ne lze j iž rozhodnout j ednoduchým 
způs obem . Je možné j e  rozlišit pouze tak ,  že s e  ur č í  r ovni ce 
př ímky P 1 P 2 ve tvaru : 
A x + B Y + C = O 
t j . ve vektorovém tvaru 
T x . a = O kde T x = [ x , y , 1 ] 
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T a = [ A , B , C ]  
Y 
Pak pro v š e chny vr choly definuj ící zobrazovanou oblas t mus í mít 
výraz xT . a s t e j né znaménko , j de-li o př ípad ad d .  
y 
h 
o bla st 
X . hW\ 
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y XL X R 
YT 
ymq'l. 
y",; 1"\ 
Ya 
X L X tnin X "" 4X >< R  X 
I 
� ""qX  
�mil'\  
)( Ma x 
>< 
)( L � X l'h i l'\ 
&. Y 8 � Y 1Yl i n  
Xm i n ) X R. 'tl X t"IIQ l('  < X L  
V Ym in '1 �R. " ym� x < y\... 
� 
R 
X rna x  � K R  
� WI� X  � J r  
- - - - - - - - --t 
I I 
Yr - - �--------�I� 
: I I Yr 
I 
I 
I t-+--
T---;---------------��� 
X 
----+ - - - - -+ 
Obr . 7 . 6 . 3  
Princip Warno ckova algor itmu , viz alg . 7 . 6 . 1 ,  byl též mod ifikován 
pro použi t í  neplanární ch ploch ,  viz např . [ 2 3 ] . 
Dosud uvedené základní algor itmy byly v dos tupné l i t e r atuře 
pops ány v různých modifikacích při využití rozli čných datových 
s truktur . Důvodem odvození různých modifikací byla p ř e devš ím 
vysoká cena pamě ťových prvků a rychlost výpo četních sys témů . 
V současné době , kdy hus tota integrace j e  nepoměrně vyš š í  než 
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před 1 0  l e ty a j e  možné realizovat spe ciální p r o c e s ory , 
vys tupuj í do popředí te chniky založené na " brutální s í le " ,  
vycházej í cí vlas tně z myš lenky z-bufferu . Vzhledem k neus tálému 
růs tu požadavků na věrnost zobrazované s cény s e  vyví j e j í 
te chniky založené na " s ledování paprsku "  a te chniky založené na 
radiačním výpočtu vyzařovaných energií . 
{ pro j ednoducho s t  algor i tmu nej sou zahrnuty případy } 
{ ad 2 ) ,  ad 3 )  a ad 4 ) , neboť pouze výpočet urychluj í } 
X : = O i  y : = O i  V : = 1 0 2 4 i  { N  počet n-úhe lníků } 
PUSH W ( x , y , V ) i  
{ ulož do zásobníku ve likos t  zpracovávané plo chy } 
repeat 
POP W ( x , y , V ) i  
{ vyber ze zás obníku velikos t  zpracovávané plo chy } 
flag : =  true i i : = l i  
whi le ( i < =  N ) and flag do 
begin i f  n-úhe lník . není zcela vně zkoumané oblas t i  1 
{ t e s t  vůč i obdélníku - neúplný t e s t  } 
then flag : =  false i 
i : =  i + 1 
end i 
if flag 
then { vše chny n-úhelníky j s ou vně zkoumané oblas t i  } 
zobraz oblas t s barvou , resp . intenzitou pozadí 
else 
i f  V > 1 
then { ve l ikos t  oblas ti j e  vě tší než 1 } 
begin V : =  V div 2 i  
PUSH W ( x , y , V ) i PUSH W ( x+V , y , V ) i  
PUSH W X I y+V , V ) i PUSH W ( x+V , y+V , V ) i  
end 
e l se { velikos t  zobrazované plo chy j e  rovna 1 } 
i f  p ixe l není součás tí žádného n-úhelníka 
then zobraz pixel s barvou, resp . j as em pozadí 
else zobraz pixel s barvou , resp . j as em odpovídaj í c í  
ne j bližšímu n-úhelníku 
unti l  zás obník prázdný 
Algoritmus 7 . 6 . 1 
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7 . 7 Algori tmy s ledování papr sku 
Princip algor i tmu s ledování paprsku ( Ray-tracing ) j e  založen 
na myš lence hledání takového průse č íku paprsku s t ě l e s em , který 
j e  ne j blíže k průmě tně , resp . pozorovate l i ,  viz obr . 7 . 7 . 1 .  
Pixe l ,  kterým pap r s ek prochází ,  j e  pak aktivován podle atr ibutů 
přís lušné plo chy , resp . pozadí . 
Obr . 7 . 7 . 1 
Tento pos tup j e  nutné opakovat pro vše chny paprsky ,  t j . pro 
vše chny pixe ly průmětny . V př ípadě , že pozorovatel j e  v kone čné 
vzdálenos t i  od průmětny , j e  ur čení přís lušných průs e č íků trochu 
složitě j š í ,  neboť j e  nutné apl ikovat pr incipy p e r s pektivní 
transformace . Je tedy zřejmé ,  že ne j kr i t i č tě j š ím mís tem 
algor i tmu j e  ur čení průs e č íků paprsku s tělesem a p ř ípadné 
j e j ich uspoř ádání , neboť ve s céně mohou být různé typy t ě l e s , 
které mohou být ohraničeny rovinnými , kvadr ati ckými nebo 
parame t r i ckými plochami . Vzhledem k tomu, že až 9 5% času j e  
spotřebováno ur čováním , zda těleso má nebo nemá průse čík s daným 
papr skem , a j eho př ípadným ur čením ,  j s ou nezbytné t e s ty ,  které 
by rychlým způsobem ur čily,  zda daný papr s ek může č i  nemůže 
protínat dané těleso . Z tohoto důvodu se zavádě j í  t zv .  
ohraničuj í c í  t ě l e s a ,  větš inou kvádr č i  koule . Důvodem j e j  i ch 
zavedení j e  ry chlé ur čení těch případů , kdy papr s ek nepr o t íná 
ani tento hrani ční obj em, aby bylo možné se vyhnout s lo ž i tě j š ím 
tes tům nutným k ur čení průs e č íků papr sku s vlas tním t ě l e s e m .  
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Výhodou koule j ako ohr ani čuj ícího tělesa j e  invar iance vůč i  
operacím rotace . Použití kvádru j ako ohraničuj í c ího t ě l e s a  může 
vés t k j eho zvět š ování , resp . zmenšování . Koule j e  navíc 
př irozeně j š ím ohr aničuj ícím tělesem pro těle s a ,  která j s ou j í  
tvarově blí zká , viz obr . 7 . 7 . 2 . 
V př ípadě , že ohraničuj ící těleso j e  koule ,  t e s t ,  zda 
paprsek protíná či neprotíná danou koul i ,  l ze realizovat poměrně 
j ednoduš e . Jsou- l i  x l a x2 body , j imiž prochází pap r s e k ,  pak 
pap r s ek j e  ur čen rovnicí 
, 
= S . t 
kde s j e  směrový vektor . Rozepsáním do s ložek dos táváme 
kde s , s , s j s ou j ednot l ivé x y z složky vektoru s .  
Označíme- l i  Xo s třed 
a l ibovolného bodu x 
ohraničuj ící koule , pak vzdálenos t  bodu Xo 
ležícího na paprsku x ( t ) j e ur čena : 
d2 = ( x - x ) T . ( x - x ) O O 
= ( x - x ) 2 + ( Y - Y )
2 + ( z - Z o )
2 
O O 
Odpovídaj í cí hodnota par ametru t pro bod x ( t )  s minimální 
vzdáleno s t í  od bodu Xo j e  ur čena výrazem ( vi z  poznámka ) :  
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t = 
T s . ( x l - Xo ) 
T s . s 
Rozepsáním : 
t = 
Je-li nyní d větší než poloměr ohrani čuj í c í  koule s e  s tř e dem 
v bodě xo ' pak paprsek nemůže protínat dané t ě l es o .  
Je-li použito paralelní promítání a ohraničuj í cím t ě l e s em j e  
kvádr , j ehož hrany j s ou rovnobě žné s osami souřadného systému , 
pak j e  t e s t  velmi j ednoduchý, neboť mus í plat i t , že : 
x .  :S X :S X mln max a 
při čemž nezáleží na hodnotě z .  
perspekt ivní proj ekce dochází k 
s ložitos t i .  
Ymin :S Y :S Ymax 
Je zře j mé ,  že v p ř ípadě 
j is tému zvýš ení výp o č e tní 
Uvedené výpočty lze pods tatně zrychli t ,  pokud znormuj eme 
směrový vektor s pro každý paprsek tak ,  že : 
pak 
a 
1\ s 
s = 
s I 
I\T t = - s ( x  - x ) 1 O 
2 T d = ( x ( t )  - xO ) . ( x ( t )  - Xo ) 
Je tedy zře j mé , že j e  pos tačuj ící pouze procesor pro výpočet 
skalárního s oučinu . 
V př ípadě , že uvedený pos tup bude aplikován na kvadr ati cké 
plochy , které lze vyj ádř it pomo cí kvadrati cké formy 
T x . A • x O 
( matice A reprezentuj ící danou kvadrati ckou p l ochu j e  
syme t r i cká ) ,  j e  nutné uvedený pos tup zj e dnoduš i t  pro rychlý 
výpočet průs e č íku papr sku s danou plochou . Apl ikováním 
transformace rotace ( matice R )  l ze do cílit toho , aby paprsek byl 
rovnoběžný např . s osou z .  V tomto př ípadě ( př i  p ouž i t í  
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paralelní proj ekce ) j e  hodnota souřadnice x a y kon s t antní 
a dos azením do rovnice plochy dostáváme : 
T RT A R O x . . . . x = 
t j . 
T B O x . x = 
Rozeps áním dos táváme : 
2 2 2  b 1 1x + b2 2y + b3 3z + 2b 1 2xy + 2b2 3yz + 2b 1 3xz + 
Pak l ze ur č i t  souřadnice průs e číků j ako : 
- s ± Ý s 2 - 4 r w 
2 r 
kde r = b3 3  
s = ( 2b 1 3x + 2b 2 3y + 2b3 4 ) 
2 2 w = b 1 1x + b2 2y + 2b 1 2xy + 2b 1 4x + 2b2 4y + b4 4  
Nebo l z e  daný paprsek ztotožnit s osou z 'pomoc í  operace rotace 
a posuvu ( matice T obsahuj e obě trans forma ce ) .  Pak l z e  p s át : 
tj . 
XT T T . A . T . x = O 
T x • Q . x = O 
Rozepsáním pak po dos azení x = O a Y = O dos táváme : 
Průs e č íky paprsku pak získáme opět řešením kvadratické rovnice . 
Je zře j mé ,  že pokud řešení kvadr atické rovnice vede ke 
komplexnímu ř e š en í ,  papr sek danou plo chu neprotíná . Vzhledem 
k tomu, že j e  nutné počítat i j iné veli činy než průs e čík papr sku 
s danou plochou, j e  větš inou výhodněj š í  zvolit druhý pos tup . 
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Poznámka 
Pro výpo č e t  parametru t l ze využít toho , že pro minimum mus í 
platit nutná podmínka : 
d T ----crt ( x ( t )  - X o  ) • ( x ( t )  - Xo ) 
= 2 . ( T s . s . t + sT T . x l - s . 
Nyní lze vyj ádř i t  hodnotu t takto : 
t = 
T s . ( xl - Xo ) 
T s . s 
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